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Uma equacao diferencial parcial escalar da segunda or-
dem
F(X,y,u, ux, Uy, Uxx, Uxy, Uyy) =0
para uma fungdo u = u(x,y), define um subconjunto & do
espaco de jatos J?(m), do fibrado trivial w: R® — R?, em que
TC(X,y, U) = (Xry)'
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para uma fungdo u = u(x,y), define um subconjunto & do
espaco de jatos J?(m), do fibrado trivial w: R® — R?, em que
TC(X,y, U) = (Xry)'

@ Sob hipoteses de regularidade para F, i.e. F € F2(n) =
C®(J?(n)) com (Fy,,, Fu,,, Fu,) # 0, temos que & € uma
subvariedade 7-dimensional de J?(m).
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Uma equacao diferencial parcial escalar da segunda or-
dem
F(X,y,u, ux, Uy, Uxx, Uxy, Uyy) =0
para uma fungdo u = u(x,y), define um subconjunto & do
espaco de jatos J?(m), do fibrado trivial w: R® — R?, em que
TC(X,y, U) = (Xry)'

@ Sob hipoteses de regularidade para F, i.e. F € F2(n) =
C®(J?(n)) com (Fy,,, Fu,,, Fu,) # 0, temos que & € uma
subvariedade 7-dimensional de J?(m).

@ Nestas hipoteses, & é uma subvariedade mergulhada e
orientavel do espago J?(n).
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Toda escolha de uma forma de volume Qg sobre & permite defi-
nir a forma bilinear simétrica conforme gs: Dg x Dg — F(E) sobre
o prolongamento infinito &(*), tal que

\gg(z1,zz)98 = Lz, (dd) A Lz,(d@) A @ A @y A @y \
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Toda escolha de uma forma de volume Qg sobre & permite defi-
nir a forma bilinear simétrica conforme gs: Dg x Dg — F(E) sobre
o prolongamento infinito &(*), tal que

\gg(z1,zz)98 = Lz, (dd) A Lz,(d@) A @ A @y A @y \

Definicao

Um campo horizontal X € D(E(®)), que é o levantamento de um
campo sobre &, é caracteristico se e somente se ele é isotrdpico
com respeito a gs, isto é, gs(X, X) = 0.
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Toda escolha de uma forma de volume Qg sobre & permite defi-
nir a forma bilinear simétrica conforme gs: Dg x Dg — F(E) sobre
o prolongamento infinito &(*), tal que
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Definicao

Um campo horizontal X € D(E(®)), que é o levantamento de um
campo sobre &, é caracteristico se e somente se ele é isotrdpico
com respeito a ge, isto &, gs(X, X) = 0.

A matriz representativa de gs na base {Dy, D, } é

F@W
(ngy _T>,
U)(y
2 FUXX

a menos de um fator em C*(E). Um campo X = uDy + AD, é
um campo caracteristico se e somente se A, u sdo solugbes da
equacao caracteristica:

Fu, A% — Fy, Ap + Fy, u? = 0.
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Definicao
Uma equacao diferencial parcial da segunda ordem
F(X; y,u, uy, Uyr Uxx, ny/ Uyy) = 0/

para uma fungdo u = u(x, y), é hiperbdlica, parabdlica ou eliptica
quando
A=Ff —4F,,F

Uxx ' Uyyr

satisfaz A > 0, A = 0 ou A < 0, respectivamente.
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Definicao
Uma equacao diferencial parcial da segunda ordem
F:()(/J/r u, uy, L{y; Uxx, L[XVI L(Ky) = ()/

para uma fungdo u = u(x, y), é hiperbodlica, parabdlica ou eliptica
quando
A=Ff —4F,,F

Uxx ' Uyyr

satisfaz A > 0, A = 0 ou A < 0, respectivamente.

@ A equagio de Liouville
ny = eu’ (1)

€ uma equagao hiperbdlica.

7/29



Definicao
Uma equacao diferencial parcial da segunda ordem

F:()(/J/r u, uy, L{y; Uxx, L[xy/ L(xy) = ()/

para uma fungdo u = u(x, y), é hiperbodlica, parabdlica ou eliptica

quando
A=Ff —4F,,F

Uxx ' Uyyr

satisfaz A > 0, A = 0 ou A < 0, respectivamente.

@ A equacao de Liouville
U)(y = eu,
€ uma equagao hiperbdlica.

@ A equagéo do calor
Ut = Uxx,

?& € uma equagao parabolica.
S}
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Das observacgoes feitas na se¢ao anterior, sabemos que
uma equacao hiperbolica & possui dois campos caracteristicos

linearmente independentes.

Definicao (Integrabilidade segundo Darboux)

Dizemos que a equagédo & é integravel segundo Darboux
nos niveis h,k > 1 se existem dois invariantes 1,1 de X, fun-
cionalmente independentes, de ordem menor ou igual a h, e
dois invariantes J,J de Y, funcionalmente independentes, de
ordem menor ou igual a k.
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Exemplo
Para a equacao de Liouville

ny - eu,

as derivadas totais restritas & equagdo X = Dy e Y = D, s@o
campos caracteristicos.

Logo
. U
| = | = —
y e Uy = 7
sao invariantes de Dy de ordem menor ou igual & 2, enquanto
que
~ u2
J =X € J = UXX - EX

s&o invariantes de D, de ordem menor ou igual & 2.
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Assim, a equagao de Liouville é 2-Darboux integravel. Além
disto, considerando ¥ a subvariedade 5-dimensional descrita pelo

sistema
qu =€ 7
u2
Uxx = @(X) + é/
uy
Uy = P(y) + o

as restrigdes a X das formas de Cartan resultam ser
@ =du — uydx — uypdy,

2
@x =duy — ((p(x) + %) dx — e'dy,

L12
@y =du, — e“dx — (w(y) + ?y) dy.
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A distribui¢ao
C(%) = Ann{w, wy, wy}lx = D]z, O |x)

é 2-dimensional e completamente integravel.
Portanto, a solugao geral da equacgao de Liouville pode ser

escrita na forma
U/ V/
u=In|2—— |,
" ( U+ V>2>

onde U(x) e V(y) sao fungoes arbitrarias, com U'V’ > 0.
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Linearizagao universal e invariantes de
Laplace generalizados
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Sobre prolongamento infinito &*) as formas de Cartan s&o re-
lacionadas pela linearizacdo universal

dVF = FUXX(‘_)XX + Fuxya_)xy + Fuyya_)yy + FUXQ_)X + Fuya_)y + Fu(l_) = O

No caso das equacgdes hiperbodlicas, considerando
X = 1Dy + AMDy, Y = paDy + A2Dy
campos caracteristicos satisfazendo

0= Az — u2Ay #0

e
[X,Y] = PX + QY,
obtemos
| X(Y(@)) + AX(@) + BY(@) + Ca =0,
ou

| Y(X(@)) + DX(@) + EY(®) + Go = 0.]
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Os primeiros invariantes de Laplace generalizados sao

Ho = X(A) + AB—C, Ko = Y(E)+ DE - G.

Proposicao
Se H; # 0, entao os invariantes de Laplace generalizados
satisfazem as seguintes recorréncias:

Hii1 =2H; — Hi_1 — X(Y(In H))) + QY (In H;) + o,

Kii1 =2K — Ki_1 — Y(X(InK))) — PX(In K;) + &,

onde

¢ =Y(Q)+2PQ— X(P).

g
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Teorema (Anderson, Kamran - 1997)

Se uma equacao diferencial hiperbolica da forma
F(x,y, u,uy, Uy, Uxx, Uxy, Uyy) =0

€ Darboux integravel, entao existem m, n > 0, tais que H,, = K, = 0.

v

Teorema (Anderson, Juras - 1997)
Se uma equagéo hiperbdlica

F(X/ y,u, Uy, in Uxx, qu/ Uyy) = 0/

admite invariantes de Laplace Hy, = 0 (resp. K, = 0), entao ela é
Darboux semi-integravel, e X possui trés invariantes funcionalmente
independentes de ordem menor ou igual a m + 2 (resp. Y possui
trés invariantes funcionalmente independentes de ordem menor ou
igual a n + 2).

v
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Sistemas hiperbdlicos e distribuicoes
hiperbdlicas

b
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Definicao

Um sistema hiperbodlico de classe r é um sistema
diferencial exterior I sobre uma variedade M de di-
mensao r + 4, tal que localmente existe um correferencial
{64,...,0r,01,d2,01,02}, em que I é algebricamente gerado
pelas formas

I= {91,...,9,—,0’51 /\C/L\)Q,C\()1 /\6(\32}.
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Definicao

Um sistema hiperbodlico de classe r é um sistema
diferencial exterior I sobre uma variedade M de di-
mensao r + 4, tal que localmente existe um correferencial
{64,...,0r,01,d2,01,02}, em que I é algebricamente gerado
pelas formas

I= {91,...,9r,cb1 /\C/L\)Q,d/)1 /\6(\32}.

Definicao

Uma distribuicdo suave A completamente ndo integravel
sobre uma variedade M é uma distribuicao hiperbdlica se
existem duas subdistribuicées suaves A, A c A tais que

A=A@A e [AA] cA.
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Definicao

Um sistema hiperbdlico I, localmente, algebricamente ge-
rado por {61,...,0r, &1 A @2,01 A ©2} € Darboux integravel
se {@1, 02} e {w1, @2} sdo completamente integraveis.

18/29



|

Definicao

Um sistema hiperbdlico I, localmente, algebricamente ge-
rado por {61,...,0r, &1 A @2,01 A ©2} € Darboux integravel
se {@1, 02} e {w1, @2} sdo completamente integraveis.

o

Definicao
Uma distribuicdo hiperbélica A = A @ A é Darboux in-
tegravel se

A ~ K = AnA® _ o).

A\
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Definicao

Um sistema hiperbdlico I, localmente, algebricamente ge-
rado por {61,...,0r, &1 A @2,01 A ©2} € Darboux integravel
se {w1, w2} e {w1,w2} sdo completamente integraveis.

Definicao
Uma distribuicdo hiperbdlica A = A & A é Darboux in-
tegravel se

A

AP A A=A~ A® = {0}.

Teorema

Sejam A uma distribuicdo suave e 7 um sistema diferencial
exterior, tais que A = Ann(7). Entao, A é hiperbdlica se e sé
se I € hiperbdlico. Além disto, A é Darboux integravel se e
s6 se I é Darboux integravel.
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Proposicao

Em todo prolongamento &" de uma equagéo hiperbélica
& = {F = 0} a distribuicdo de Cartan C"*2(&) é uma
distribuicao hiperbdlica, que se decompde em

Ch+2(8) _ Ah(‘BAh,

com dim A" = dim A" )
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Proposicao

Em todo prolongamento &" de uma equacéo hiperbdlica
& = {F = 0} a distribuicdo de Cartan C"2(&) é uma
distribuicao hiperbdlica, que se decompde em

Ch+2(8) _ Ah(‘BAh,

com dim A" = dim Ah.

.

Teorema
Seja & uma equacao hiperbdlica. Sao equivalentes

@ & é Darboux integravel em algum nivel n e IN;

@ C"2(&) é Darboux integravel para algum n e IN;

© Existem m,ne N tais que Hy, = K, = 0.
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Teorema (Anderson, Fels, Vassilou - 2009)

Seja 7 um sistema Darboux integravel sobre uma varie-
dade M. Entao, existem sistemas Pfaffianos W; e W, sobre
variedades suaves M; e Mo, respectivamente, e um grupo de
Lie G de simetrias finitas agindo sobre M; e M, tais que, lo-
calmente,

Q M = MixMo/giag(G);
Q 1 = (gf(Wi)+a5 (W2))/diag(G), onde W; = Wi/G;

© A aplicagdo quociente g: My x Mo — M da agao
diagonal diag(G) satisfaz

q* (1) = (5 (W) + 15(Wa)),

i.e. g € uma superposicao.

b
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Sobre a equacéao de Liouville
& = {uxy = €'},
a distribuicao de Cartan se decompde em
C2&)=AdA,
onde

Z& :::<(a)( ﬁ‘ L[xéall + ljxj(éallx + E;uéal{y, 69L1X9(>,
Z& ::<(9j/ 4‘ L{yéall 4‘ éauéallx ‘F L{yyéaL{y, 5[{yy>,

e é Darboux integravel. De fato

A =(ox + uxdu + uxxduy + €“0uy, du, duy, AU,
A(OO) =<6y + Uy(?U + e“&ux + Uyyauy/ au, aUy/ aUyy>;

e A A K — A~ K _ {0}

b
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Além disto, temos que

& = L) xL(m2)/diag(sL(2), € C?(E) = C*(m)@C*(n2)/diag(SL(2)),

onde 71, m2: R? — R séo dados por m1(x,U) = x, ma(y,V) = y.
De fato, considerando os terceiros prolongamentos dos geradores
infinitesimais da agao diagonal
Zy=0U+0V, Z =UoU+UoU +U"oU" +U"oU"
+oV + VoV + V"oV" + V"av",
Zy = UPoU +2UU'0U +2(U™ + UU")oU"
+2(2U'U" + U™ + LU oU”
+ V2oV +2VV'aV +2(V2 + wWov”
+22V'V" + V"2 4 vy

a aplicagao quociente é dada por
qx, U, u,u",u”,y,v,vV, v, v" =
= (x,y,u=In (22" ), Dy(u), Dy(u), D3(u), D3(u)).
( (205%52 ), Dulw), Dy(u), DE(u), DE(w)) a
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Classificacao de Goursat-Vessiot

Nos trabalhos de Goursat e Vessiot foi provado que, a me-
nos de transformacgdes de contato, toda equacao hiperbdlica
da segunda ordem de tipo f-Gordon é Darboux integravel no
nivel 2 é equivalente a uma das seguintes:

(i) (X + Y)uxy =2 \/UxlUy;

(i) Uty = 1+ U2 /1 + 0
(i) (sin )ty = /1 + U2 R
(iv) uuxy = +¢(ux)y(uy),

onde ¢(t), ¢ (t) satisfazem a equagdo

f'(t) + Ttt) = K para alguma constante K # 0;

i
b

23/29



2

(V) (X +y)uxy = y(ux)y(uy),

onde y é implicitamente definida por

y(t) =1 =exp(t —y(1);
(Vi) Uyxy = €Y m;
(Vi) Ux — yuxy = f(X, Uxy);
(Viil) Uy, = €Y
(iX) uxy = uxe";

= (1 4+ 1)y u:
(X) ley - (:x4-y + u_%yr) L[xL{y,

24/29



(xi) Uxy = ﬁ;

(xii) uxy = a(x, y)ux + b(x, y)u, — a(x, y)b(x, y)u,
com invariantes de Laplace h = —ax, k = —by
que satisfazem os sistema

(Inh)yy = 2h—k
{(MMW=2k—h

com h # k, estas equacdes podem ser divididas
em duas classes de equivaléncia descritas por
Vessiot.

i
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Consideracoes finais

@ A generalizacido da nocao de integrabilidade segundo Darboux
para distribuicdes hiperbdlicas permite aplicar este método para
obter solugdes exatas de equagdes mais gerais.

@ Ainda é desconhecida a total extensao da nogao de integrabili-
dade segundo Darboux no sentido geométrico e suas aplicagoes
a integrabilidade de equacodes diferenciais parciais.

Exemplo: Sao equivalente
@ Uma equacio hiperbdlica & é 1-Darboux integravel ;
Q Ho=HKo=0;
© & é equivalente a equagéo de onda uy, = 0.

P
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