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Uma equação diferencial parcial escalar da segunda or-
dem

F
`

x , y ,u,ux ,uy ,uxx ,uxy ,uyy
˘

“ 0

para uma função u “ upx , yq, define um subconjunto E do
espaço de jatos J2pπq, do fibrado trivial π : R3 Ñ R2, em que
πpx , y ,uq “ px , yq.

Sob hipóteses de regularidade para F , i.e. F P F 2pπq “

C8pJ2pπqq com pFuxx ,Fuxy ,Fuyy q ‰ 0, temos que E é uma
subvariedade 7-dimensional de J2pπq.

Nestas hipóteses, E é uma subvariedade mergulhada e
orientável do espaço J2pπq.
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Toda escolha de uma forma de volume ΩE sobre E permite defi-
nir a forma bilinear simétrica conforme gE : DE ˆDE Ñ F pEq sobre
o prolongamento infinito Ep8q, tal que

gEpZ1,Z2qΩE “ LZ1 pdω̄q ^ LZ2 pdω̄q ^ ω̄^ ω̄x ^ ω̄y .

Definição
Um campo horizontal X P DpEp8qq, que é o levantamento de um
campo sobre E, é caracterı́stico se e somente se ele é isotrópico
com respeito à gE, isto é, gEpX ,X q “ 0.

A matriz representativa de gE na base tD̄x , D̄y u é
˜

Fuyy ´
Fuxy

2

´
Fuxy

2 Fuxx

¸

,

a menos de um fator em C8pEq. Um campo X “ µD̄x ` λD̄y é
um campo caracterı́stico se e somente se λ, µ são soluções da
equação caracterı́stica:

Fuxxλ
2 ´ Fuxyλµ` Fuyyµ

2 “ 0.
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˜

Fuyy ´
Fuxy

2

´
Fuxy

2 Fuxx

¸

,

a menos de um fator em C8pEq. Um campo X “ µD̄x ` λD̄y é
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Definição
Uma equação diferencial parcial da segunda ordem

F px , y ,u,ux ,uy ,uxx ,uxy ,uyy q “ 0,

para uma função u “ upx , yq, é hiperbólica, parabólica ou elı́ptica
quando

∆ “ F 2
uxy

´ 4Fuxx Fuyy ,

satisfaz ∆ ą 0, ∆ “ 0 ou ∆ ă 0, respectivamente.

A equação de Liouville

uxy “ eu , (1)

é uma equação hiperbólica.

A equação do calor
ut “ uxx , (2)

é uma equação parabólica.
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A equação do calor
ut “ uxx , (2)
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7 / 29



Das observações feitas na seção anterior, sabemos que
uma equação hiperbólica E possui dois campos caracterı́sticos

X “ µ1D̄x ` λ1D̄y e Y “ µ2D̄x ` λ2D̄y

linearmente independentes.

Definição (Integrabilidade segundo Darboux)
Dizemos que a equação E é integrável segundo Darboux
nos nı́veis h, k ě 1 se existem dois invariantes I, Ĩ de X, fun-
cionalmente independentes, de ordem menor ou igual à h, e
dois invariantes J , J̃ de Y , funcionalmente independentes, de
ordem menor ou igual à k.
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Exemplo
Para a equação de Liouville

uxy “ eu ,

as derivadas totais restritas à equação X “ D̄x e Y “ D̄y são
campos caracterı́sticos.

Logo

I “ y e Ĩ “ uyy ´
u2

y

2

são invariantes de D̄x de ordem menor ou igual à 2, enquanto
que

J “ x e J̃ “ uxx ´
u2

x

2

são invariantes de D̄y de ordem menor ou igual à 2.
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Assim, a equação de Liouville é 2-Darboux integrável. Além
disto, considerando Σ a subvariedade 5-dimensional descrita pelo
sistema

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

uxy “ eu ,

uxx “ φpxq `
u2

x

2
,

uyy “ ψpyq `
u2

y

2
,

as restrições à Σ das formas de Cartan resultam ser

ω̄ “du ´ uxdx ´ uyψdy ,

ω̄x “dux ´

ˆ

φpxq `
u2

x

2

˙

dx ´ eudy ,

ω̄y “duy ´ eudx ´

˜

ψpyq `
u2

y

2

¸

dy .
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A distribuição

C2pΣq “ Anntω,ωx , ωy u|Σ “ xDp2q

x |Σ,D
p2q

y |Σy

é 2-dimensional e completamente integrável.
Portanto, a solução geral da equação de Liouville pode ser

escrita na forma

u “ ln

ˆ

2
U 1V 1

pU ` V q2

˙

,

onde Upxq e V pyq são funções arbitrárias, com U 1V 1 ą 0.
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Linearização universal e invariantes de
Laplace generalizados
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Sobre prolongamento infinito Ep8q as formas de Cartan são re-
lacionadas pela linearização universal

dV F “ Fuxx ω̄xx ` Fuxy ω̄xy ` Fuyy ω̄yy ` Fux ω̄x ` Fuy ω̄y ` Fuω̄ “ 0.

No caso das equações hiperbólicas, considerando

X “ µ1D̄x ` λ1D̄y , Y “ µ2D̄x ` λ2D̄y

campos caracterı́sticos satisfazendo

δ – µ1λ2 ´ µ2λ1 ‰ 0

e
rX ,Y s “ PX ` QY ,

obtemos
X pY pω̄qq ` AX pω̄q ` BY pω̄q ` Cω̄ “ 0,

ou
Y pX pω̄qq ` DX pω̄q ` EY pω̄q ` Gω̄ “ 0.
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Os primeiros invariantes de Laplace generalizados são

H0 “ X pAq ` AB ´ C, K0 “ Y pEq ` DE ´ G.

Proposição
Se Hi ‰ 0, então os invariantes de Laplace generalizados
satisfazem as seguintes recorrências:

Hi`1 “2Hi ´ Hi´1 ´ X pY plnHiqq ` QY plnHiq ` ϕ,

Kj`1 “2Kj ´ Kj´1 ´ Y pX plnKjqq ´ PX plnKjq ` ϕ,

onde
ϕ – Y pQq ` 2PQ ´ X pPq.
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Teorema (Anderson, Kamran - 1997)
Se uma equação diferencial hiperbólica da forma

F px , y ,u,ux ,uy ,uxx ,uxy ,uyy q “ 0

é Darboux integrável, então existem m,n ě 0, tais que Hm “ Kn “ 0.

Teorema (Anderson, Juráš - 1997)
Se uma equação hiperbólica

F px , y ,u,ux ,uy ,uxx ,uxy ,uyy q “ 0,

admite invariantes de Laplace Hm “ 0 (resp. Kn “ 0), então ela é
Darboux semi-integrável, e X possui três invariantes funcionalmente
independentes de ordem menor ou igual à m ` 2 (resp. Y possui
três invariantes funcionalmente independentes de ordem menor ou
igual à n ` 2).
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Sistemas hiperbólicos e distribuições
hiperbólicas
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Definição
Um sistema hiperbólico de classe r é um sistema

diferencial exterior I sobre uma variedade M de di-
mensão r ` 4, tal que localmente existe um correferencial
tθ1, . . . , θr , ω̂1, ω̂2, ω̌1, ω̌2u, em que I é algebricamente gerado
pelas formas

I “ tθ1, . . . , θr , ω̂1 ^ ω̂2, ω̌1 ^ ω̌2u.

Definição
Uma distribuição suave ∆ completamente não integrável

sobre uma variedade M é uma distribuição hiperbólica se
existem duas subdistribuições suaves ∆̂, ∆̌ Ă ∆ tais que

∆ “ ∆̂ ‘ ∆̌ e r∆̂, ∆̌s Ă ∆.
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pelas formas

I “ tθ1, . . . , θr , ω̂1 ^ ω̂2, ω̌1 ^ ω̌2u.

Definição
Uma distribuição suave ∆ completamente não integrável
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Definição
Um sistema hiperbólico I, localmente, algebricamente ge-

rado por tθ1, . . . , θr , ω̂1 ^ ω̂2, ω̌1 ^ ω̌2u é Darboux integrável
se tω̂1, ω̂2u e tω̌1, ω̌2u são completamente integráveis.

Definição

Uma distribuição hiperbólica ∆ “ ∆̂ ‘ ∆̌ é Darboux in-
tegrável se

∆̂p8q X ∆̌ “ ∆̂ X ∆̌p8q “ t0u.

Teorema
Sejam ∆ uma distribuição suave e I um sistema diferencial
exterior, tais que ∆ “ AnnpIq. Então, ∆ é hiperbólica se e só
se I é hiperbólico. Além disto, ∆ é Darboux integrável se e
só se I é Darboux integrável.
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Proposição

Em todo prolongamento Eh de uma equação hiperbólica
E “ tF “ 0u a distribuição de Cartan Ch`2pEq é uma
distribuição hiperbólica, que se decompõe em

C
h`2pEq “ ∆̂h ‘ ∆̌h,

com dim ∆̂h “ dim ∆̌h.

Teorema
Seja E uma equação hiperbólica. São equivalentes

1 E é Darboux integrável em algum nı́vel n PN;

2 C
n`2pEq é Darboux integrável para algum n PN;

3 Existem m,n PN tais que Hm “ Kn “ 0.
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Teorema (Anderson, Fels, Vassilou - 2009)
Seja I um sistema Darboux integrável sobre uma varie-

dade M. Então, existem sistemas Pfaffianos W1 e W2 sobre
variedades suaves M1 e M2, respectivamente, e um grupo de
Lie G de simetrias finitas agindo sobre M1 e M2 tais que, lo-
calmente,

1 M “ M1ˆM2{diagpGq;

2 I “ pq˚
1 pW1q`q˚

2 pW2qq{diagpGq, ondeWi “ Wi{G;

3 A aplicação quociente q : M1 ˆ M2 Ñ M da ação
diagonal diagpGq satisfaz

q˚pIq Ă pπ˚
1pW1q ` π˚

2pW2qq,

i.e. q é uma superposição.
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Sobre a equação de Liouville

E “ tuxy “ euu,

a distribuição de Cartan se decompõe em

C
2pEq “ ∆̂ ‘ ∆̌,

onde

∆̂ “xBx ` ux Bu ` uxx Bux ` euBuy , Buxx y,

∆̌ “xBy ` uy Bu ` euBux ` uyy Buy , Buyy y,

e é Darboux integrável. De fato

∆̂p8q “xBx ` ux Bu ` uxx Bux ` euBuy , Bu, Bux , Buxx y,

∆̌p8q “xBy ` uy Bu ` euBux ` uyy Buy , Bu, Buy , Buyy y,

e ∆̂p8q X ∆̌ “ ∆̂ X ∆̌p8q “ t0u.
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Além disto, temos que

E “ J3pπ1qˆJ3pπ2q{diagpSLp2qq, e C2pEq “ C
3pπ1q‘C3pπ2q{diagpSLp2qq,

onde π1, π2 : R2 Ñ R são dados por π1px ,Uq “ x , π2py ,V q “ y .
De fato, considerando os terceiros prolongamentos dos geradores
infinitesimais da ação diagonal

Z1 “ BU ` BV , Z2 “ UBU ` U 1BU 1 ` U2BU2 ` U3BU3

` BV ` V 1BV 1 ` V 2BV 2 ` V 4BV 3,

Z3 “ U2BU ` 2UU 1BU 1 ` 2pU 12 ` UU2qBU2

` 2p2U 1U2 ` U22 ` UU3qBU3

` V 2BV ` 2VV 1BV 1 ` 2pV 12 ` VV 2qBV 2

` 2p2V 1V 2 ` V 22 ` VV 3qBV 3

a aplicação quociente é dada por

qpx ,U,U 1,U2,U3, y ,V ,V 1,V 2,V 3q “

“ px , y ,u “ ln
´

2 U1V 1

pU`V q2

¯

,Dx puq,Dy puq,D2
x puq,D2

y puqq.
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Classificação de Goursat-Vessiot
Nos trabalhos de Goursat e Vessiot foi provado que, a me-

nos de transformações de contato, toda equação hiperbólica
da segunda ordem de tipo f -Gordon é Darboux integrável no
nı́vel 2 é equivalente à uma das seguintes:

(i) px ` yquxy “ 2
?

uxuy ;

(ii) uuxy “

b

1 ` u2
x

b

1 ` u2
y ;

(iii) psinuquxy “

b

1 ` u2
x

b

1 ` u2
y ;

(iv) uuxy “ ˘ϕpux qψpuy q,

onde ϕptq, ψptq satisfazem a equação
f 1ptq ˘ t

f ptq “ K para alguma constante K ‰ 0;
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(v) px ` yquxy “ γpux qγpuy q,

onde γ é implicitamente definida por
γptq ´ 1 “ exppt ´ γptqq;

(vi) uxy “ eu
b

1 ` u2
x ;

(vii) ux ´ yuxy “ f px ,uxy q;

(viii) uxy “ eu;

(ix) uxy “ uxeu;

(x) uxy “

´

1
x`y ` 1

u`y

¯

uxuy ;
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(xi) uxy “ 2u
px`yq2 ;

(xii) uxy “ apx , yqux ` bpx , yquy ´ apx , yqbpx , yqu,

com invariantes de Laplace h “ ´ax , k “ ´by
que satisfazem os sistema

"

plnhqxy “ 2h ´ k
pln kqxy “ 2k ´ h

com h ‰ k , estas equações podem ser divididas
em duas classes de equivalência descritas por
Vessiot.
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Considerações finais

A generalização da noção de integrabilidade segundo Darboux
para distribuições hiperbólicas permite aplicar este método para
obter soluções exatas de equações mais gerais.

Ainda é desconhecida a total extensão da noção de integrabili-
dade segundo Darboux no sentido geométrico e suas aplicações
à integrabilidade de equações diferenciais parciais.

Exemplo: São equivalente

1 Uma equação hiperbólica E é 1-Darboux integrável ;
2 H0 “ K0 “ 0;
3 E é equivalente à equação de onda uxy “ 0.
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du premier ordre-Tome 2. A. Hermann, 1891.

[10] N. H. Ibragimov Laplace type invariants for parabolic equations. Nonlinear
Dynamics, Springer, 2002.

[11] N. Kamran and K. Tenenblat. Laplace transformation in higher dimensions.
Duke Mathematical Journal, 1996.

[12] V. Sokolov and A. Zhiber. On the darboux integrable hyperbolic equations.
Physics Letters A, 1995.

28 / 29



Obrigado

29 / 29


	Introdução
	Integrabilidade segundo Darboux
	Linearização universal e invariantes de Laplace generalizados

	Sistemas hiperbólicos e distribuições hiperbólicas
	Bibliografia

