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Motivacdo: Estados de Equilibrio

Durante essa palestra f denotard um sistema dindmico discreto C*
por partes, r > 1, definido em uma variedade compacta M.
Pelo principio variacional, a pressdo topoldgica

Po(f) = sup{hy(F / odi pi € MEX)},

onde h;, denota a entropia métrica de p.
Nesse caso, u é chamado de estado de equilibrio para (f, ¢) se
realizar o supremo acima.



Operador de Perron-Frobenius

Seja W = espaco apropriado de funcdes
O operador de Perron-Frobénius associado a dindmica f e
potencial ¢ € o operador L¢ 4 : W — W dado por

deg(x)

Lea(9)(x) = > wl(x)e?t)

j=t

para o € W, onde f(x) = {x1, ..., Xgeg(x)} Para todo x € M.



Operador de Perron-Frobenius

Seja W = espaco apropriado de funcdes
O operador de Perron-Frobénius associado a dindmica f e
potencial ¢ € o operador L¢ 4 : W — W dado por

deg(x)

Lea(9)(x) = > wl(x)e?t)

j=1
para o € W, onde f(x) = {x1, ..., Xgeg(x)} Para todo x € M.
Obs: Se W = C°(M), com M espaco métrico compacto:
Ly : CO(M) — CO(M)

(Lfg)™ s M(M) = M(M)



Operador de Perron-Frobenius

Bowen: Se W = C%(M) e f expansora:

® (Lfg)" : M(M) — M(M) possui um autovalor dominante
associado a uma tnica automedida de probabilidade boreliana
V.
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Operador de Perron-Frobenius

Bowen: Se W = C°(M) e f expansora:

® (Lfg)" : M(M) — M(M) possui um autovalor dominante
associado a uma tnica automedida de probabilidade boreliana
V.

® Lfy: CO(M) — C°(M) possui um autovalor dominante
associada a uma unica autofun¢do normalizada 7.

® = [ndv é o estado de equilibrio associado a f e ¢.



Condicao Markoviana

No trabalho atual, consideraremos aplicacdes f : M — M
continuas por partes, ndo uniformemente expansoras. Vamos supor
adicionalmente que M seja particionada em uma colecdo de certas
regides (que chamaremos de retdngulos) nos quais ramos inversos
de nossa dindmica estejam bem definidos como difeomorfismo
local. A imagem de cada ramo inverso de um retangulo est
contida em algum retangulo. Fixado um retangulo, todos os seus
pontos possuem o mesmo nimero de pré-imagens.



Decaimento Exponencial de Correlacoes

Dizemos que u exibe decaimento exponencial de correlagbes para
observaveis Holder continuas, se existe constante 0 < 7 < 1 tal que
para toda ¢ € L}(v),1 € C(M) existe K(ip,1) > 0 satisfazendo

[ (eorda= [ wan [ vdn| < K(g)- vz
M M M



Teorema Central do Limite

Seja ¢ uma funcdo Holder continua e considere

aé ::/v2d,u+22v-(vofj)du, where v:cp—/god,u.
j=1

Dizemos que vale o Teorema Central do Limite para i1 se 0 < oo e
oc=0seesésep=uof—uparaalgum u € L*(u). E ademais,
se 0, > 0 entdo a seguinte convergéncia em distribuicao

n—1 2
1 ; 1 -
plxeM:— (goffx —/ du)EA —>/e2%dt,
7 2 (= [ ¢ i

vale quando n — oo para todo intervalo A C 'R.



Linear response formula

A diferenciabilidade de estados de equilibrio pif 4, com respeito a
dindmica f e o potencial ¢, bem como a férmula dessas derivadas,
chama-se linear response formula.

Em sentido mais classico, e fraco, corresponde a diferenciabilidade
de:

(F.6) > /M odiisy € R,

onde ¢ : M — R é algum observavel fixado.



Gap espectral forte

Seja E um Espaco de Banach.

Um operador L € L(E) é dito ter a propriedade de lacuna (gap)
espectral forte se existe um Unico autovalor A cujo médulo é igual
ao raio espectral (autovalor dominante) com autoespaco associado
unidimensional, e todo o resto do espectro de L estd contido em
uma bola em C cujo raio é estritamente menor que o raio espectral.



Um pouco de Teoria Espectral

Dado um operador L € L(E) com gap espectral, a proje¢do
espectral sobre o autoespaco do autovalor dominante é dada por:

PO = (57 [z = 7'e2) ),

onde I' é uma curva de Jordan que ndo intersecta o(L) e o
autovalor dominante é o tnico elemento do espectro pertencente a
regido limitada que tem I por fronteira.



Cones convexos projetivos

Seja C um cone convexo em um espaco vetorial topoldgico.
Suponha que € N C = {0}. Um tal cone convexo é chamado de
cone projetivo.



Métricas projetivas

Dado um cone projetivo C, definimos:

a(v,w) =supl{t >0;w—t-veC}

B(v,w) :=infl{s >0;s-v—we C}.
A métrica projetiva associada a C é dada por:

Bv,w)

a(v,w)’

O(v,w) = log

convencionando-se § = +00 se @« = 0 ou 8 = +o0.



Métrica Projetiva

Figure: B(v, w).



Métrica Projetiva

Figure: a(v, w).



Cones Invariantes

Teorema

Sejam E; e E, espacos vetoriais spaces e sejam C; C Ey e G, C E
cones projetivos. Se L : Ey — Ep é um operador linear tal que
L(G) C G e D =supl{B(L(v),L(w));v,w € C1} < oo entdo

0(L(v), L(w)) < (1 — e—D) 01 (v, w),

para todos v, w € (3.



Alguns Exemplos de Cones e suas Métricas projetivas

® Ocone CT:={p: M—=TR,p >0} Nesse caso,
O4(v,w) = Iogsupx,y (V ;);v/(y >
® O cone G, := {(p € C*(M,R): ¢ >0and Ilff‘; < H}

Nesse caso ©y(p, ) = log 2" Es@ % onde

Klx — y[*9(2) — ((x) — ¥(y))
AP ) = i wlx— yel@) — (200 — o)’

L ey - (00 — 9(y)
Bl V)= SR k= yIPel@) — (#(X) — o)



Meétricas projetivas e Espacos Anisotrépicos

Um cone projetivo C induz uma relacdo de ordem < dada por
vwesw—-—veC

Suponha que exista e € C \ OC tal que para toda ¢ € E, existe
uma constante ¢, satisfazendo

—Cpe < < Cpe.

Pondo ||¢|| := inf{cy; —cp,e < ¢ < ¢, e}, pode-se checar que isso
define uma norma.



Métricas projetivas e Espacos Anisotrépicos

O espaco anisotrépico associado a C é obtido completando-se E
com respeito a essa norma. Nesse caso, dizemos que e é uma
unidade (unit) para E.



A técnica de Métricas de Birkhoff

Pros:

® Uma vez que se obtenha um cone com invaridncia estrita do
teorema de Birkhoff, tem-se unicidade. Eventuais hipdteses de
mixing s3o bem fracas, comparada com técnicas alternativas.
Nenhuma condicdo hibrida adicional é necessdria para obter
um autovalor dominante tnico com autoespac¢o
unidimensional associado.

® Excelente na obtencdo de resultados de estabilidade e Linear
response formula.



Cones Invariantes e espacos anisotrépicos

Teorema

( Castro, Liverani - Teorema do folclore.) Se um operador L exibe
um cone C estritamente invariante (com respeito 3 métrica
projetiva de C), entdo ele possui um strong spectral gap com
respeito a norma anisotrdpica.



Teorema do folclore (Castro-Liverani)

Teorema
Suponha que (E, <) seja um reticulado completo dotado com uma
norma anisotrépica || - || associada a um cone convexo C. Se

L: E — E é um operador linear tal que L(C) C C e

© —diam(L(C)) = D < 400, entdo L tem uma lacuna espectral
forte (strong spectral gap property) operando em (E, || - ||).
Ademais, seu autovalor dominante é positivo.



Teorema do folclore (Castro)

Corolario
Se tomarmos como vetor unidade da norma anisotrépica um
autovetor dominante, a norma obtida € adaptada ao operador L.



Lema

Seja C um cone convexo com unidade e e sejam v, w vetores de C
com ||v|| = ||w|| = 1 na norma anisotrdpica associada a e.
Suponha que v, w, e pertencam a CcCtal que

Oc¢ — diam(€) < D < +oo. Entdo

Oc(v, w) < log((1 — exp(D)|lv — wl|)~?)



Teorema

(Castro-Santana.)Seja f : M — M uma transformagdo ndo
uniformemente expansora continua por partes com condicdo
Markoviana. Seja ¢ um potencial Hélder continuo com pequena
variacdo. Entdo podemos definir um operador de Perron-Frobénius
associado a f, o qual terd gap espectral forte. Se a automedida
dominante do dual desse operador atribuir algum peso positivo ao
interior de algum dos retangulos Markovianos, entdo tal medida
serd o dnico estado de equilibrio para f. Ademais, tal estado de
equilibrio exibird decaimento exponencial de correlagdes e realizard
a tese do Teorema Central do Limite.



Exemplos

IDf(@) <ot <1

L) —



Figure: Manneville-Pomeau-alike




Figure: Manneville-Pomeau-alike - bifurcando.



Figure: Manneville-Pomeau-alike - criando um poc¢o



Figure: Solendide
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Obrigado por virem!



Ideia da prova do Teorema do folclore
Mostremos que L possui um autovalor dominante positivo.
Tome ¢, == L"(¢)/|IL"(®)]|- ¢n é exponentialmente Cauchy. Mais
precisamente:

I — ol < (9 —1) < ("7'P — 1) <2DA™"
Em particular, como E é completo, existe v = lim,_ 4 Ht:g@g”.
Devido a continuidade de L, temos:

L) — i R ) et
ntos [[Lr(V)]| - msos [[LMTE (V)] (ILn(v)]
Como o limite inteiro existe (e é igual a L(v)) e também existe
limp— oo M = v, entdo existe o limite
el
[EOT

e vé autovalor de L, para o autovetor v.



Continuacao da Prova do Teorema do folclore

Agora, mostremos que o autovalor v é dominante. Como todas as
normas anisotrdpicas sdo equivalentes tomemos a norma
anisotrépica tal que e = v. Como L preserva a ordem =<, dado

1 € E, temos

cv—1peCc>0 L(cv — ) = cL(v)
cv+yveC,c>0 =

— L) € C= cyv — L(¥)
L(cv+ ) =cL(v) + L(v) € C = cyv + L(¥)

Logo, ||[L(¥)]| < 7||¥| e vale v = ||L|| e que «y é o raio espectral de
L.



Prova do Teorema do folclore - Lema chave

Para todo 4 € E, temos |L"(¢)]| < [|L|"|&]l = v"||¢]., Vn € N. O
lema chave aqui é

Lema
Para todo ) € C, existe o limite limp_ o0 [|L"(1)]| /7"



Prova do lema chave do Teorema do folclore
Note que y, = ||[L"(¥))||/~" esta entre 0 e 1. Tome uma
subsequéncia convergente y, — yo. Assuma sem perda de
generalidade que yp # 0 (caso contrdrio nada teriamos a mostrar).
Mostremos que outra subsequéncia qualquer (ym,,) possui o0 mesmo
limite:

L) A .
v— H 2DA" = H T < opn
H IIL” )l [[L75 () || "
Logo, como lim; Lnj,(fb) existe, também existe
' J7ree Ty IILJ(¢)H '
Ln
lim () = yoVv
J—+o0 ’)/

Suponha que ym;,, — ¥ quando | — +oo0.
Tome jy tal que Vj > jo,

|| L" ()

Para cada j, tome q; = my; tal que q; > n; e gj+1 > qj. Logo

—yov|| <lyo—¥|/3



Continuacao da prova do Teorema do folclore

L"(¥)
,.Yn

O dltimo lema nos diz que para ¥ € C,
vy, que € miltiplo de v. Isso porque

L"(y) _ L") L")l
o @) 4"

e os limites of fatores acima existem individualmente.

O autoespaco associado a y possui dimensdo 1: De fato, se
houvesse outro autovetor v n3o colinear a v, associado a um
autovalor com o mesmo mddulo que «, entdo para algum ¢ > 0
teriamos

converge a um vetor

eC
—
Lt ot o—cv) . L(0tev)
im —= Im ——~ = |lim ———— |im
n—+oo N n——+o0o || L”(V) H n——+o00 04 n——+o00

E o limite acima vive no espac¢o gerado por v.




Lema do gap

Lema
O raio espectral de L|g, € estritamente menor que . Ademais,

ILlg, |l < (1— %)’Y, onde D é uma cota para o c—didmetro de
L(C)c C.



Demonstracao do Lema do gap

Sem perda de generalidade, troque L por [ = L/~. Seja ¢ € Ey,
com ||¢|| = 1. Isso quer dizer que paras >1,s-vty € C,eou
s71.v+41), ous ! v—1 nio pertence a C.

Isto implica que para s > 1, temos 1 < ||s- v+ L(¢))]| <1+s. A
segunda desigualdade é devida a L(v) = v e

IL(0)|| < ll¢ll, Ve € E, como jé provamos. Para a primeira
desigualdade, fixe s > 1. Entdo

Is- v+ L) = Blv,s- v+ L)

Note que s- v — (s- v+ L(¥)) = £L(¢) ¢ C. Logo,
Bv,s v+ L(y))>s>1.



Demonstra¢do do Lema do gap (continuagdo)
Por hipétese, € := L(C) tem fc-didmetro finito D. Para acotar a
norma de L(¢)), precisamos analisar

inf{t,t-v+L(y) e C}

Como t-v=+ L(¢) € C, para todo t > 1, temos v + L(1)) € ¢. Por
acima, 1 < |lv+ L(¢)]| <2. Comos-v+L(y)eC,Vs>1,
temos que

_ v £ L()) 1 _
D<5C(V75V < e D < +1 < 2eP
S aclvis vE L)) el = 5e ac(v,s-vEL(yY)) < 2e
Isso quer dizer que se (s — 1) < e~P/8 entdo

-D

s-viL(z/;)—eTve C=(1-1/8¢ Pyt L(p)eC=

L@l < -,

implicando que ||L|g,|| < (1 — %) <1



Finalizando o teorema

Vimos que para ¢ € CU —C U {0}, existe o

lim L"(v)

n—+oo N

= vy E<V >

Afirmamos que P, (1)) := vy é a projecdo espectral associada a

< v >.

De fato, a imagem de P,(-) é exatamente < v >, no qual ela age
como identidade. Seja Eg := ker(P,). Entdo Ep é um subespago
fechado de codimensdo um em soma direta com < v >. Ademais,
L(Ep) C Ep e . para toda ¢ € Ey, temos L"(p)/~" convergindo
exponentialmente rdpido para 0, com taxa menor ou igual a

7 (1-25).




