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Introdugao

Uma linha do tempo de contribuicoes para o Trabalho

@ Em 2018, S. Messaoudi e Mohammad M. Al-Gharabli. "Existéncia e resultado de
decaimento geral para uma equagao de placa com amortecimento nao linear e
um termo de fonte logaritmico. (Journal of Evolution Equations.)

@ Em 2019 D. C. Pereira; H. H. Hguyen; C. A. Raposo; C. H. Maranhao;. "Sobre as
solugdes para um equacao de feixe extensivel com amortecimento interno e
termos de fonte”. ( Differ. Equ. Appl. ).

@ In 2021, D. C. Pereira; S. M. S. Cordeiro; C. A. Raposo; C. H. Maranhao;.

"Solugdes de equagdes de placa de Kirchhoff com damping interno e nap
linearidade Logaritmica”. Electronic Journal of Differential Equations.

ut — A%u + M(||Vul|?)(—Au) 4+ ut = u ln|u)> em Q x (0,T); (1)
w(@,0) = uo(@)i wi(w,0)=ui(z) e @
u(z,t) = %(x, t) =0, x € 0. (3)

ov
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Introdugao

Uma linha do tempo de contribuigoes para o Trabalho

@ Em 2021, S. M. S. Cordeiro; D. C. Pereira; J. Ferreira e C. A. Raposo;.
* "Solugoes globais e decaimento exponencial para uma equagao de
Klein-Gordon do tipo Kirchhoff-Carrier com damping e termo de fonte logritmica
nao linear.” (Part. Diff. Eq. in Appl. Mathematics ).

ut + M(||[Vu||?)(—Aw) + M1 (Ju?)u + Aup = uinful> emQx (0,T); (4)
u(w,O) = uo(fﬂ); Ut(l’,o) = ’LLl(CE), T E Q; (5)
u(z,t) =0, z e, Vt>0. (6)

Onde, 2 é um dominio limitado do k"™, com fronteira suave 8Q, T' < 0, M1 (s) e
M (s) sao fungdes continuas em [0, co)
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Introdugao

Uma linha do tempo de contribuigoes para o Trabalho

@ Em 2022 ,S. M. S. Cordeiro; D. C. Pereira; C. A. C. Baldez e C. A. Raposo;.
"Existéncia de solugao global e comportamento assintético para um sistema
Timoshenko com damping interno e fonte logaritmica ” (ArabianJournal of
Mathematics).

prow — K(pe — P)e + 710t = p1 @ Infp| em (0,00) x (0,L)  (7)
ptht - bwa:a: + H(‘Pz + w) + ’YZT/)t = K2 1/1 lnhﬁ‘]}% em (07 OO) X (07 L) (8)
©(0,t) = (L, t) = 9(0,t) = (L, t) =0Vt >0.  (9)

Onde as constantes v; >0, i =1, 2; p1 >0,5=1, 2, p1 = pA, p2 = pl,
k = KAG e |.|r € 0 médulo de nimero real, p é a densidade de massa, A é a
area da segao Transversal, I 0 momento de inercia da area da segao
Transversal; E é o médulo de Elasticidade de Yong, G o médulo de rigidez do
cortante, K o fator de corregao do Cortante.
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O Modelo

As Equacoes Constitutivas

@ Considere o seguinte equagao de evolugdo que tem como formulagdo um
sistema de trés equagoes diferenciais parciais que representam
respectivamente, o deslocamento vertical, cisalhamento e 0 movimento
longetudinal, dado por

pAtht — Qx — EN = .7:1,
plpiy — Mz + Q = Fo, (10)
pAwtt — Nl +EQ = .7'—37

Onde M é o momento Fletor, N é a forga axial e Q é a forga cortante,

F; i =1,2,3. sdo fungdes externas. O coeficiente p é a dencidade da viga, e
l= %, onde R é o raio do arco. As fungdes ¢, ¥ e w dependendo de

(z,t) € (0,L) x (0, T) descreve, respectivamente, o deslocamento vertical, o
angulo de cisalhamento e os deslocamentos longitudinais.

Viga de Bresse com amortecimento e fonte Logaritmica.



O Modelo

As Equacoes Constitutivas

@ Temos também:

Qz,t) = kAG(pa + ¢ + Lw),
M(z,t) = Elt)s,
N(z,t) = EA(we — Lyp),

tomando,
Fi(z,t) = pp In|plg,

Fa(z,t) = potp In|y[3,
Fs(z,t) = psw ln|w|]12§,

onde, u; > 0, j = 1,2, 3., sdo constantes positivas e | . |, € o valor absoluto.
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O Modelo

Figura: A viga do arco circular.
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O Modelo

@ Estamos interessados em estudar a competigao entre o amortecimento interno
e a fonte logaritmica. Para simplificar a notagao, vamos denotar por p1 = pA,
p2 =pl, sk = kAG,b= EI e ko = EA. Sob essas condigdes, obtemos o
seguinte problema de limite inicial:

pree — (e + 9 + lw)s — L(we — o) + 710t = p1p Il in (0, L) x (0, 00),

—~o

P21t — e + K(Pa + 1 + w) + y20 = p2tp In |3 in (0, L) x (0,00),

prwi — (wo — o) + r(pa + ¢ + 4w) + 73w = paw Infwlg in (0, L) x (0, 00),

(13)
¢(z,0) = <P0(90) we(z,0) = p1(z), = €(0,L), (14)
YP(z,0) = vo(z), Ye(w,0) =v1(x), =€ (0,L), (15)
w(z,0) = wo(x), wi(z,0)=wi(z), =€ (0,L), (16)
©(0,t) = (L, t) = ¥(0,t) = (L, t) = w(0,t) = w(L,t) =0, t >0, (17)
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Preliminares

Preliminares

@ Denotamos L2(0, L) o Espago de Hilbert de fungéo de quadrado integravel no
intervalo (0, L), com o produto interno

L
(u,v) = / wv de, Yu,v € L?(0,L)
0

e norma
[ul*> = (u,u) Yu€ L?(0,L).

@ Usamos notagao do Espago de Sobolev e propriedades como em [Adams].
Denotamos

HY0,L) = {u|u € L*(0, L), uy € L?(0, L)}

H30,L) = {uec H'(0,L) | u(0) =u(L) = 0}.
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Preliminares

A energia do Sistema

@ Definimos o seguinte funcional energia

B0 = 5 (prleeOF + pan(®F + palen(OF + i (®) +9(0) + £(0)
bl (t)? + rolws — ol + prlp(OF + nalw(®) + alu(®)

L L
. /0 G2(t) n|p()I2 dz — o /0 Y2(t) n[p(1)2 do
L
— ,u3/0 W(t) Injw(t)? dx). (18)

A diferenciacao direta da equagao (18) nos da:

£ B(0) = 1l O ~ O ~ sl (19)
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Preliminares

Lemas Auxiliares

@ Considere os Seguintes Lemas

Lemma (Desigualdade de Sobolev-Poincaré)

2n

Sejap um nimerocom?2 <p < oo sen=1,20u2<p< 5 sen > 3, entdo

existe uma constante C > 0 tal que

llullp < Clual, ¥ u € Hg(0,L). (20)

Lemma (Teorem da compacidade de Aubin-Lions)

SejaT > 0,1 < po,p1 < oo. Considere By C B C By um Espacgo de Banach

By, By reflexivo, By imerso compactamente em B. Definimos

W ={u|ue€ LP0,T;By), us € LP1(0,T; B1)} munido com a norma

[lullw = llullLro (0,7;By) + lutllLr1 0,1;8,)- ENtdo, W tem imersdo compacta em
LPo (0, T; B).
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Preliminares

Lemas Auxiliares

@ Lema de Lions

Lemma (Lions)

Let@Q = Q x (0,T7), T > 0 um comjunto aberto e limitado do R™ x R e
gm,9g : Q@ — R fungbes de LP(0,T; LP(2)) = LP(Q), 1 < p < oo tal que
llgmllLr (@) < C, gm — g pontualmente, em Q. Entdo

gm — g in LP(Q) as m — oo.

Viga de Bresse com amortecimento e fonte Logaritmica.



Lemas Auxiliares

@ Lema de Nakao

Lemma (Nakao’s Lemma)

Suponhamos que ¢(t) é uma fungdo limitada e ndo negativa em R, satisfazendo

supess ¢(s) < Co[¢(t) — ¢(t + 1)),

t<s<t+1
para qualquert > 0, onde Cy € uma constante positiva. Entao,

p(t) < Ce 'Vt >0,

onde C' e o sdo constantes positivas.
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O poco potencial

@ Apresentamos o pogo de potencial correspondente a equagao (11)-(13). Nos

3
definimos o operador J : (H(} (0, L)) — R por:

de 1
Hp0) L slpa 4 6ol 40+ rolss = e6l? + pall

L
£ paloP s slel = [ n ol

L L
Y N Y
0 0
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O poco potencial

3
@ Para (p, ¥, w) € (H&(O,L)) e A > 0temos

def A2
J (A, M, Aw) =) - ['ﬂ@z + 9 + w|? + bl |* + Kolws — L] + p1lel?

L L
+ p2|)? + pslwl|? — 2u1 In /\/ o* dx — m/ @ In |p|f d
0 0
L L L
—2uo1n )\/ > dm-m/ 2 In 9|2 — 2u31n x/ w? da
0 0 0

L
—u3/ w? In |w|d d:c:|.
0
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O poco potencial

@ Associado a J, definimos a Variedade de Nehari

N {(w, ) € (HL(0, 1)) /{0); [ d

Ap, A, A\ =0;.
2 10,20 “)Ll }

@ Equivalentemente,
N ={ (0, w) € (H3(0,L))%; Klpw + ¢ + Lwl? + blta|? + rolws — Lo

L L L
:/41/ ©% In |pl3 dx—l—ug/ »? In |3 dm—i—ug,/ w? In |w|d dm}.
0 0 0
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O poco potencial

@ Definimos, como no teorema do Passo da Mantanha devido a Ambrosetti e
Rabinowitz

4™ inf sup J(Au).

(o0 w0) € (3 0.0)) {0} A>0

Segundo Willem (Teorema MiniMax), a profundidade do pogo d é uma constante
estritamente positiva dada por

0<d= inf _J(w).
p,b,w eN

Introduzimos o seguite conjunto:

W= {(@,Qp,w) € (HE(0,L)% J(pth,w) < d} U {0}
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O poco potencial

@ Particionando W, temos o seguintes conjuntos:
Wi ={(0,¥,w) € W; &lpa + ¥ + €w]? + bltpa|® + kolws — L]

1 l 1
S [ e dotus [ 02 R ot [ In el do} U0}
0 0 0

Qe
Wa ={(p, %) € W; &lpz + ¢ + lw|® + blthe|* + kolwa — £p|?

l l l
< [ lpBde i [ 0P o [Wlde+ps [ @ n fol2 da}
0 0 0

Entao, definimos por W; o conjunto de estabilidade para o problema (11) — (13)
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Existéncia de Solugdo

Existéncia de solucao global fraca

@ Provamos a existéncia de solugdes globais fracas.

Theorem

Seja (o, Yo, w0) € Wi, J(po,%0,wo) < d € (¢1,%1,w1) € (L2(0,L))°. Entdo o
problema (11)-(17) admite uma solugéo fraca (¢,,w) nas classe

3

(¢, 9, w) € (L§5.(0,00; H (0, L))) (1)
(o2, e, wt) € (L§2,(0,00; L2(0, L)))? (22)

ondeu,y,z € H}(0, L).
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Existéncia de Solugdo

Existéncia de solucao global fraca

°
d 5 (Pree (), u) + (ke + ¥+ w)(1), uz) = (rol(we —lp)(8),w) + (Mee(t), u)
(uw(t) In |o(t)[},u) =0, (23)
(p2¢t(t) y) + (o (t), yo) + (k(z + 9 +10) (1), y) + (v29e(t),y)
(M2¢( ) Inf(8)[§,y) =0, (24)
jt(plwt( t),2) + (ko(wz — 1) (1), z2) + (Kl(x + 9 + w)(t), 2) + (V3w (t), 2)
—(u3w(t) In|w(®)|g, 2) =0, (25)
(¢, %, w) (2,0) = (0, %0,w0), (26)
(t, e, we) (,0) = (1,91, w1), (27)
in D' (0, 7).
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Existéncia de Solugdo

Problema aproximado

@ Prova Para provarmos o teorema usaremos o método Faedo-Galerkin. A prova
da existéncia global de solugdes é feita em trés etapas: Problema aproximado,
estimativas a priori e passagem ao limite.

@ Seja (uv),en Uma base de H} (0, L)dos autovetores do operador —A, and

Vim = span{ui, u2, ..., uUm}-

Considere

=1 j=1

e (t) = Z gym By,  P™(t) = Z hym(t)u; and  w™(t) = Z Lim (t)u;
j=1

uma solugao do problema aproximado
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Existéncia de Solugdo

Problema aproximado

°
(P17 (8),w) + (kg () + 9™ () + W™ (1)), us) — (kol(wy® — lp™)(t),w)
+(y108" (1), u) — (1™ (t) In[e™(t)[%,u) =0, (28)
(P25 (1), ) + (BY5 (1), y2) + (R(PE (1) + 9™ (1) + 1™ (1)), y) + (v2v7" (£), )
—(u29™ (8) I [ (), y) =0, (29)
(prwiy (1), 2) + (ko (Wi — lp™)(t), z2) + (Kl (1) + 4™ (1) + W™ (1)), 2)
+(y3wi™(t), 2) — (paw™(t) In|w™ ()%, 2) =0, (30)

(¢™(0),%™(0),w™(0)) =

3
(‘POm, Ll)om, wom) — ((po, 1/)0, wo) strongly in (H& (O, l)) s (31)
(Lﬁt ), ¥ (0),w (0)) =

3
(1m Y1m, wim) — (1,%1,w1) strongly in { L2(0,1),) , (32)
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Existéncia de Solugdo

Estimativas a priori

@ Em virtude do teorema de Carathéodory, veja [Coddington], o sistema 28 - 32
tem uma solugéo local em [0, ¢,,,), 0 <t < T. A extenséo da solugdo para
todo o intervalo [0, 7] é consequéncia das seguintes estimativas a priori.

@ Sejau =" (t), y =y (t) e z = wi™(t) em (28), (29) e (30) respectivamente,
obtemos

d
T Em® + et OF + 2l (O +slwf () =0, (33)
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Existéncia de Solugdo

Estimativas a priori

@ Integrando (33)de 0at¢, 0 <t < ty,, obtemos

t t t
En+m [ el @ ds+r [ o) ds s [ ol ()ds
0 0 0
= P1‘§01m|2 + P2W’lm|2 + Pl‘w1m|2 + /€|<P0ma: + wOm + lW0m|2 + "50|W0mz - lWOm|2

L
+b|w0mm‘2 + Ml‘@0m|2 + M2W70m|2 + ﬂS‘w0m|2 — M1 / 50(2)m In |990m‘%{2
0

L L
~tiz [ U 0 ol do =iz [ In ol do,
0 0
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Existéncia de Solugdo

Estimativa a priori

@ o0 que nos da a seguinte estimativa

Em(t) + 11 /Otw;“(sn?dsm /0 o ()12 d s+ s /0 W ()2 d s
< pileiml® + p2ltim|® + pilwiml|® + J (9om, Pom, wom )
Note que J(©om , Yom,wom) < d, logo,
t t t
Em(t)+u1/0 |so:"(s)|2ds+u2/0 W(s)\zdsmfo wr(Pds < C,
(34)

onde C; é uma constante positiva independente m e ¢.
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Existéncia de Solugdo

Estimativa a priori

@ De (34) temos que:

(©™), (™), (w™) are bounded in L2 (0,T; Hg (0, L)) (35)
(@), (¥7), (wi™) are bounded in Lg2. (0, T; L2(0, L)). (36)

Agora pela desigualdade logaritmica

2 Int| < C(1+ [t),

obtemos
L
p [l @) Wl R do < G (37)
0
L
p [l @) Wl OB do < Ca, (38)
0
e
L
p [l o™ (ORI do < Ca, (39)
0
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Existéncia de Solugdo

Estimativa a priori

@ onde C2, C3 e Cy4 sdo constantes positivas independentes de m e t. de (37),

(38) e (39) obtemos

¢ In|p|3 séo limitadas em L2 (0, 00; L%(0, L)),

loc

Y™ In ||3 s&o limitadas em L2 (0, 00; L?(0, L)),

loc

w™In|w|? sdo limitadas em L2 _(0,0c0; L?(0,L)).

loc

= ® 3
D=2 e
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Existéncia de Solugdo

Passagem ao limite

@ Das estimates (35) and (36), there exists a subsequence of (¢™), (™) e (W™)
que continuaremos adenotar de (¢™), (¢™) e (w™), tal que

(©™), (™), (W™) = ¢, 4, w fraco estrela L2 (0, 00; HE (0, L)), (43)
(@), (7, (wi™) = @1, ¥, wy fraco em Lis, (0, 00; L2(0, L)). (44)

Aplicando o teorema de compacidade de Aubin-Lions, obtemos de (43) and (44),
(©™), (™), (W™) — @, b, w fortemente em L2 _(0,00; L%(0, L)),  (45)

e,paratodo T > 0,

Viga de Bresse com amortecimento e fonte Logaritmica.



Existéncia de Solugdo

Exponential decay

o
(@m) —paeem (OzL) X (07T)» (46)
(1/’m) — w a.eem (07 L) X (OvT)7 (47)
(w™) — wa.eem (0,L) x (0,7T). (48)
Como f(s) = s In|s|? é continua, temos a seguinte convergencia
p1e™ Infe™|g — 1 In|g|z a.e em(0,L) x (0,T), (49)
pop™ In|ep™|2 — poyp In |2 a.e em (0, L) x (0,T) (50)
e
psw™ In|w™|2 — psw In|w|? a.e em (0,L) x (0,T). (51)
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Existéncia de Solugdo

Passagem ao limite

@ das convergencias (35), (36), (49) ,(50) e (51), podemos passar o limite no
sistema aproximedo (28) - (30) e obtemos, para todo u, y, z € H&(O, L),

d

S (oo (®),0) + ((po + ¥ + )0, u2) = (Rol(ws — 19)(0),w) + (Mp1(t), )

—(me(t) nle®)[z,w) =0,
(52)

d — (p2e(t),y) + (W (t), ye) + (5(0e + ¥ + w)(1),y) + (v2be(t), )

dt
= (29 (1) W[ (D)l y) =0,
(53)

%(mwt(tx 2) + (ro(wa = 19)(t), z2) + (l(pa + ¥ + w)(1), 2) + (vawe(t), 2)
—(usw(t) nw(®)If, 2) =0,
(54)

em D’(0,T). A verificagdo dos dados iniciais é obtida de forma padronizada.
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Existéncia de Solugdo

Decaimento exponencial

@ Para o decaimento usaremos o Metodo de Nacao

Sobre as hipoteses do Theorem 5. a energia associada ao problema (11)-(17) satisfas

E(t)<Coe *, Vt>0,

onde Cy and o sdo constantes positivas.

@ prova:
Sejau = pe(t), y = Ye(t) € z = we(t) em (52) e (54) respectivamente e
somando o resultado, obtemos

d
%E(t) + 1l ()17 + v2lthe (1) + v3lwe (8)]* <0, (55)
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Existéncia de Solugdo

Decaimento exponencial

@ onde E(t) foi definida em (18). Integrando (??) de ¢ até ¢ + 1, obtemos
s 2 2 2 def 12
[ [rle@r 4t 0F +sla] as < B0 - B+ 1) < P20, (66
t

. 1 3
portanto, existe t; € [t,t + ﬂ and to € [t + Z’t + 1} tal que

Yalpe () [? + v2lve(t)|? + v3lwe (t:)]* < 4F(t;), i=1,2. (57)
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Decaimento exponencial

Decaimento exponencial

@ Sejau=p(t), y=1(t) e z=w(t) em (52), (53) e (54) respectivamente.
Somando o resultado, obtemos

to
/ [bwﬁ(t)\? T Rl (t) + () + (@) + rollwa () — lp(®)]?
L
—m /O (9(t)? In|p()]} do

L L
—uz/o (¥()* Wl (®)[E dw—uzs/o (w()? W |w(®)f dw} ds

<C [F(t) supess E'/2(s) + ! supess E(s)+ F? (t)} def G%(t), (58)
t<s<t+1 4 p<s<t+1

onde C1 = C1(p1, p2,71,72,73) > 0 € uma constante positiva.
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Decaimento exponencial

Decaimento exponencial

@ De (56) e (58), obtemos

/t2 {blwz( O + klex () +9(1) + lw(t)|* + rollwa (1) — lp(t)|?

L
—p1 / (@) ()2 dops /0 (@) n|p(8)[2 dx
s /0 (@(®)? In|w(®2 dcc} ds < 2[F2(t) + G*(1)],

(59)
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Decaimento exponencial

Decaimento exponencial

@ portanto, existe t* € [t1,t2] tal que
prlee ()12 + p2le (812 + prlwe (8)[2 + blepe ()]
Fhlpe (%) + D(E) + ()2 + rollwa (t) — lp(t*)|?
L
—m / (P(t)? In|p(t*)% dz — po / @(#)? I ()% do
Q 0

L
—us/o (W(t)? In|w(t*)|% do < C2[F2(t) + G*(1)]. (60)
Deduzimos,
lp(t*) 12 + [0 ()% + |w(t))?
< Ca [l (t*) + p(t*) + Uw ()1 + [ () + [wa (£7) — Lo (t*)]?].

(61)
De (60) e (61), obtemos

BE(t*) < C4[F?(t) + G (1)]. (62)
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Decaimento exponencial

@ Desde que E(t) é decrescente, de (56), (61) e (62) obtemos

t+1
supess FE(s) < E(t*)+/t [yl (8)12 + 72 [we () [* + vslwe(s)[*] ds

t<s<t+1
< Gs[F2(t) + G3(1)]
1
< Cs [F(t) supess E'Y/2(s)+ F2(t)+ — supess E(s)
t<s<t+1 4 t<s<t+1
1
< C7F?(t) + = supess E(s).

t<s<t+1
Portanto, pelo Lema de Nakao

supess E(s) < CgF?(t) = Col|E(t) — E(t + 1)],
t<s<t+1

onde C; = 1,2, ...,9 sdo constantes positivas. pelo Lema (4), concluimos
E(t) < Coe™ ™, Vt>0,

onde Cj e o s@o constantes positivas.
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