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Introducao

Materiais piezoelétricos tém a capacidade de converter energia mecanica em
elétrica e vice-versa. Devido a esta habilidade especial, estes materiais tém

sido amplamente utilizados como sensores e atuadores na area de estruturas
e sistemas inteligentes.
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e —
Introducao

Problema modelado:

pU — XUxx +YBvix =0, x€[0, L], t>0,

Vit — Bvsx + VPBuUsxx =0, x€[0, L], t>0

U(X7 O) = UO(X), ut(Xa 0) = Ul(X) (]‘)
v(x, 0) = vw(x), wv(x,0)=wv(x),

u(0,t)=u(L,t)=0, v(0,t)=v(L t)=0, t>0,

onde u = u(x, t) representa o deslocamento transversal da viga e v =

v(x, t), a carga total do deslocamento elétrico ao longo da direcdo
transversal.
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e —
Introducao

Problema modelado:

pU — XUxx +YBvix =0, x€[0, L], t>0,

Vit — Bvsx + YBusxx =0, x€[0,L], t>0

U(X7 O) = UO(X), ut(Xa 0) = Ul(X) (]‘)
v(x, 0) = vw(x), wv(x,0)=wv(x),

u(0,t)=u(L,t)=0, v(0,t)=v(L t)=0, t>0,

onde u = u(x, t) representa o deslocamento transversal da viga e v =
v(x, t), a carga total do deslocamento elétrico ao longo da direcdo
transversal. p denota a densidade de massa por unidade de volume, x a
rigidez elastica, v o coeficiente piezoelétrico, v a permeabilidade magnética
e 3 o coeficiente de resisténcia a dgua da viga.
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Modelo com dissipacao nao-local proposto

Ut — XUxx + V0Vax + 057 Tu =0, x€[0, L], t>0,
Vit — Bvax + 7BUxx =0, x€[0, L], t>0,

u(x, 0) =up(x), wue(x,0)=u1(x), xe

V(Xv 0) = VO(X)7 Vt(Xv 0) = Vl(X)v X € [07 L]a
u(0,t)=u(L, t)=0, v(0,t)=v(L t)=0, t=>0,
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Modelo com dissipacao nao-local proposto

Ut — XUxx + V0Vax + 057 Tu =0, x€[0, L], t>0,
Vit — Bvax + 7BUxx =0, x€[0, L], t>0,

u(x, 0) =up(x), wi(x,0)=u1(x), xe¢

V(Xv 0) = VO(X)7 Vt(X7 0) = Vl(X)v X € [07 L]a
u(0,t)=u(L, t)=0, v(0,t)=v(L t)=0, t=>0,

onde 9,°7 é o operador integro-diferencial fraciondrio de Caputo
exponencialmente modificado de ordem « e peso 7, definido por:

t
O u(t) = Ty (1) ::ﬁ fo e 1(59) (£ = 5)0 i/ (5)ds,

onde 0<a<len>0.
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E—
Modelo Ampliado

Lema 1

. _sen(am) 1 _ 1e](2a-1)/2
Sejam € = T T(@)r(l-a) e u(§) =[] (§cRe
O<a<l).

A relacdo entre a entrada U e a saida O do seguinte sistema

pe(t, &) +|EPp(t, &) = () U(t), EeR, t>0,
90(07 5) = 07
() =€ [ (et §)de,

é dada por O(t) = Z'"*"U(t), onde U e C([0, +o0)).
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Modelo Ampliado

e () = Xor (3, 1)+ B0ic(x, 1)+ € [ (), £, €)dE =0,

Ver(x, t) = By (x, £) + yBue(x, t) =0,

P, £ )+ (162 + mp(x, £ €) = () ur(x, o),

u(x, 0) = up(x), ue(x, 0) = 1 (x), (3)
v(x,0) = 10(x),  ve(x, 0) = (),

u(0,t)=u(L, t)=0, v(0,t)=v(L, t)=0,
QD(X’ 0, 5) =0,

Rafael Oliveira de Jesus (VIII ENCONTRO D) 23/11/2023 6/21



Energia do Modelo Ampliado

A energia do sistema ampliado é dada por:

L
E() = 5 |l(®) o+ IOl + [ XTAX o]

NI
@

3 H‘P(t)HB(R 12(0,L))"

XTAX:( Ux Vx )( _,);IB _;IB )( L‘jx ):XU§+5V3_275UXVX20~
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Energia do Modelo Ampliado

A energia do sistema ampliado é dada por:

1 L
E() = 5 |l(®) o+ IOl + [ XTAX o]

¢
EH‘P(t)HB(R 12(0, 1))

XTAX:( Ux Vx )( _,);IB _;IB )( L‘jx ):XU§+5V3_275UXVX20~

A energia E satisfaz

d 2 2
ZE®) =-¢ [ (P mle(t, ), 1)d€
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Lemas Técnicos

Lema 2

Sel0<a<1len>0, entdo

(i) Clam = [ 7 g < voo
O 7 P '

- |§|2a—1

(i) D(a, )= [ ————>dE < +00.

® (JEP +n + 12
Sen>0eXeR, ousen=0e\>0, entdo
|€|2a—1

E(\ = | ———d :
(i) EO )= [ o < 400
Além disso, dada h e L2(R; L?(0, L)) tem-se

2a-1

2 |€|Th(X7 5) 2

H(x, A = | =——">2dfel°(0, L
(v) e, )= [ S22 de e 120, 1)
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Formulacdo do Semigrupo Associado

H=[H§(0, ]’ x [L2(0, L) x L2(R; L2(0, L)),
munido do seguinte produto interno

(U, Oy = x{u, @) mro, 0y + BV Whnpco,y = 78w, Vo,
=B, o,y + (@ P)izco,0) + (¥ )iz(o, 1)
+ &, B)i2(r; 12(0, 1))

onde U= (u, v, ¢, v, )" e U= (a, v, &, V, @)7.
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Formulacdo do Semigrupo Associado

A norma proveniente é dada por

2 L T 2 2 2
U= [ XTAX de+ 18120,1) + 191320,1) + €l laqe 200,

ondeAz( —;(5 _gﬁ)eXz( L‘Z )

Rafael Oliveira de Jesus (VIII ENCONTRO D) 23/11/2023 10/21



Formulacdo do Semigrupo Associado

A norma proveniente é dada por

2 L T 2 2 2
U= [ XTAX de+ 18120,1) + 191320,1) + €l laqe 200,

ondeAz( —;(5 _gﬁ)eXz( L‘Z )

Observe que
u
v

define uma norma em [H&(O, L)]
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- f XT AXdx
[H2(0,L)]2 0
XHUH?-%(O,L) + /BHV”?-[&(O,L) - 275(“7 V>H&(0,L)
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Formulacdo do Semigrupo Associado

Fazendo u; = ¢ e vz = 1, podemos reescrever o problema ampliado (3) na
forma de Cauchy:

Ue(t) = AU(t), U(0)= Uy, VY t>0, (4)

onde U = (u, v, $, 1, ©)7 , Up = (up, vo, 1, v1,0)7, e A: D(A) c H -
‘H é o operador

o
u
y P
Al 6 || o Bve- e [ n©e©de | )
1/} IBVXX_'YﬁUXX
@ ~([€7 +m)p(&) + u(€)o
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Formulacdo do Semigrupo Associado

com dominio

D(A) ={(u, v, ¢, %, p)T € H: u, ve Hy(0, L) n H*(0, L), ¢, € H3(0, L),
|€lp € L2(R; L2(0, L)), —(€7 +m)p + u(€)¢ € L2 (R; L2(0, L))}
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Boa-Colocacao

Theorem 1 (Existéncia e Unicidade de Solugdo)

Se Uy € H, o prolema de Cauchy (4) admite uma dnica solugcdo fraca
Ue C ([0, +00); H), dada por U(t) = et Uj.

Para Uy € D(A), a solucdo encontrada é uma solugdo forte com a seguinte
regularidade

Ue C ([0, +00); D(A)) n CH([0, +00); H).
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Esboco da Demonstracao

Utilizar o Teorema de Lumer-Phillips para provar que o operador A é gerador
infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracao.
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Esboco da Demonstracao

Utilizar o Teorema de Lumer-Phillips para provar que o operador A é gerador
infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracao.

(i) Re (AU, Uy, =€ [ (162 +m)lp(€) (o, 1) dE <O,
(i) (I -.A) é sobrejetivo.
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Esboco da Demonstracao
A condicdo (ii) equivale a encontrar um vetor (u,v) € [H&(O, L)]2 tal que

onde B: [H3(0, L)]? x [H3(0, L)]?> - R é a forma bilinear definida por

L L L ~
B((u, v), (8, 7)) = leo uﬁdx+fo V\7dx+f0 XT AR dx,

withA=( X _%8),X=(ux)andX (UX),and
-8 B Vx Vx
L: [H3(0, L)]> > R is the linear form defined by

L(d, V) = [ Fludx+[ Fovdx — @/ f,u(ﬁ)h(f)df

[EP+n+1
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Estabilidade Exponencial

Para obter a Estabilidade Exponencial utilizamos o seguinte resultado:

Theorem 2 (Gearhart-Priiss-Huang)

Seja {S(t)} 0 um Co- semigrupo de contragdo sobre um espaco de
Hilbert H. Se {S(t)}+s0 € gerado pelo operador A, entdo {S(t)}+s0 €
exponencialmente estavel se, e somente se

o(A) >R e limsup|(iIAZ-A) Yoy <oo, VAeR

|)\‘—>+oo
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Estabilidade Exponencial

Proposicao 1

Se A\ e R, entdo iNT — A € injetivo.
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Estabilidade Exponencial

Proposicao 1
Se A\ e R, entdo iNT — A € injetivo.
Proposicao 2

Se n =0, entdo o operador A no € invertivel e consequentemente

Oea(A).
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Estabilidade Exponencial

Proposicao 1

Se A\ e R, entdo iNT — A € injetivo.

Proposicao 2
Se n =0, entdo o operador A no € invertivel e consequentemente

Oea(A).

Demonstracdo. Seja Wy = (sen(wx/L),0,0,0,0) € H e suponha que
existe Uy = (uo, vo, ¢0, Yo, vo) € D(A) tal que AUy = Wp. Nesse caso,
wo(§) = |£|% sen(7x/L). Contudo, o ¢ L?(R; L?(0, L)) para 0 < o < 1.
O
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Estabilidade Exponencial

Proposicao 3

(a) Sen =0, entdo i\Z — A € sobrejetivo, para \ # 0.
(b) Sen>0e\eR, entdo i\Z - A é sobrejetivo.
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Estabilidade Exponencial

Proposicao 3

(a) Sen =0, entdo i\T - A € sobrejetivo, para A # 0.
(b) Sen>0e\eR, entdo i\Z - A é sobrejetivo.

Observe que, como mostrado na Proposicdo 2, para 7 = 0, temos 0 ¢
o(A), e portanto, /R ¢ p(A). Portanto, de acordo com o Teorema de
Gearhart-Priiss-Huang acima, segue-se que o semigrupo {e}:s0 gerado
pelo operador A n3o é exponencialmente estivel e, portanto, a solucdo
U(t) = e Up o problema (4) n3o decai exponencialmente.
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Estabilidade Exponencial

Por outro lado, tomando 7 > 0, a Proposi¢cdo 1 e o item (b) da Proposi¢cdo
3 garantem que /R c p(A), e Portanto, de acordo com o Teorema de

Gearhart-Priiss-Huang, a estabilidade exponencial é equivalente a seguinte
condicdo

limsup | (i\Z - A)_1||£(H) < +00.

|A[—>c0
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Estabilidade Exponencial

Por outro lado, tomando 7 > 0, a Proposi¢cdo 1 e o item (b) da Proposi¢cdo
3 garantem que /R c p(A), e Portanto, de acordo com o Teorema de
Gearhart-Priiss-Huang, a estabilidade exponencial é equivalente a seguinte
condicdo

limsup | (iAZ = A) ™| g(my < +o0.

|A[—>c0

Theorem 3

Sen >0, entdo o Cy-semigrupo de contracio {e'} s gerado por A é
exponencialmente estavel em H, isto €, existem constantes C e w > 0 tais
que

e o, < Ce™*, Vv itx0.

I
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Esboco da prova

Argumentar por contradig3do!
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Esboco da prova

Argumentar por contradig3do! Nesse caso existe uma sequéncia

de ndmeros reais (Ap)neny € uma sequéncia de vetores (Wp)pen =
(fin, fns 81ns 8205 hn)nen em H tais que A, — +oo e

[(AnZ = A) T Wa | 2 n| Wy,
onde 5\,, =iAp.
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Esboco da prova

Argumentar por contradig3do! Nesse caso existe uma sequéncia
de ndmeros reais (Ap)neny € uma sequéncia de vetores (Wp)pen =
(fins fon, 81n, 82ns hn)nen em H tais que A, > +oo e

[(AnZ = A) T Wa | 2 n| Wy,
onde 5\,, =iAp.

Como A, € o(A), existe uma sequéncia de vetores (Up),p =
(én: ¥n, Un, Vo, @n)nen em D(A) tal que [Un| =1 e (A - A) W, = U,
para todo neN.
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