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PIEZOELÉTRICAS COM DISSIPAÇÃO DO TIPO
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Introdução

Materiais piezoelétricos têm a capacidade de converter energia mecânica em
elétrica e vice-versa. Devido a esta habilidade especial, estes materiais têm
sido amplamente utilizados como sensores e atuadores na área de estruturas
e sistemas inteligentes.
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Introdução

Problema modelado:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρutt − χuxx + γβvxx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,
µ vtt − βvxx + γβuxx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0
u(x , 0) = u0(x), ut(x , 0) = u1(x)
v(x , 0) = v0(x), vt(x , 0) = v1(x),
u(0, t) = u(L, t) = 0, v(0, t) = v(L, t) = 0, t ≥ 0,

(1)

onde u = u(x , t) representa o deslocamento transversal da viga e v =
v(x , t), a carga total do deslocamento elétrico ao longo da direção
transversal.

ρ denota a densidade de massa por unidade de volume, χ a
rigidez elástica, γ o coeficiente piezoelétrico, µ a permeabilidade magnética
e β o coeficiente de resistência à água da viga.
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Modelo com dissipação não-local proposto

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

utt − χuxx + γβvxx + ∂
α, η
t u = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

vtt − βvxx + γβuxx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,
u(x , 0) = u0(x), ut(x , 0) = u1(x), x ∈ [0, L],
v(x , 0) = v0(x), vt(x , 0) = v1(x), x ∈ [0, L],
u(0, t) = u(L, t) = 0, v(0, t) = v(L, t) = 0, t ≥ 0,

(2)

onde ∂α, ηt é o operador integro-diferencial fracionário de Caputo
exponencialmente modificado de ordem α e peso η, definido por:

∂α, ηt u(t) = I1−α,ηu′(t) ∶=
1

Γ(1 − α) ∫
t

0
e−η(t−s)(t − s)−αu′(s)ds,

onde 0 < α < 1 e η ≥ 0.
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Modelo Ampliado

Lema 1

Sejam C =
sen(απ)

π
=

1

Γ(α)Γ(1 − α)
e µ(ξ) = ∣ξ∣(2α−1)/2 ( ξ ∈ R e

0 < α < 1).

A relação entre a entrada U e a sáıda O do seguinte sistema

φt(t, ξ) + ∣ξ∣
2φ(t, ξ) = µ(ξ)U(t), ξ ∈ R, t > 0,

φ(0, ξ) = 0,

O(t) = C∫
R
µ(ξ)φ(t, ξ)dξ,

é dada por O(t) = I1−α,ηU(t), onde U ∈ C([0, +∞)).
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Modelo Ampliado

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

utt(x , t) − χuxx(x , t) + γβvxx(x , t) + C∫
R
µ(ξ)φ(x , t, ξ)dξ = 0,

vtt(x , t) − βvxx(x , t) + γβuxx(x , t) = 0,

φt(x , t, ξ) + (∣ξ∣
2 + η)φ(x , t, ξ) = µ(ξ)ut(x , t),

u(x , 0) = u0(x), ut(x , 0) = u1(x),

v(x , 0) = v0(x), vt(x , 0) = v1(x),

u(0, t) = u(L, t) = 0, v(0, t) = v(L, t) = 0,

φ(x , 0, ξ) = 0,

(3)
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Energia do Modelo Ampliado

A energia do sistema ampliado é dada por:

E(t) =
1

2
[∥ut(t)∥

2
L2(0,L) + ∥vt(t)∥

2
L2(0,L) + ∫

L

0
XTAX dx]

+
C

2
∥φ(t)∥2L2(R;L2(0,L)),

XTAX = ( ux vx )(
χ −γβ
−γβ β

)(
ux
vx
) = χu2x + βv

2
x − 2γβuxvx ≥ 0.

A energia E satisfaz

d

dt
E(t) = − C∫

R
(∣ξ∣2 + η)∥φ(t, ξ)∥2L2(0,L)dξ
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Lemas Técnicos

Lema 2

Se 0 < α < 1 e η ≥ 0, então

(i) C(α, η) ∶= ∫
R

∣ξ∣2α−1

∣ξ∣2 + η + 1
dξ < +∞;

(ii) D(α, η) ∶= ∫
R

∣ξ∣2α−1

(∣ξ∣2 + η + 1)2
dξ < +∞.

Se η > 0 e λ ∈ R, ou se η = 0 e λ > 0, então

(iii) E(λ, α, η) ∶= ∫
R

∣ξ∣2α−1

∣ξ∣2 + η + iλ
dξ < +∞.

Além disso, dada h ∈ L2(R; L2(0, L)) tem-se

(iv) H(x , λ, α, η) ∶= ∫
R

∣ξ∣
2α−1

2 h(x , ξ)

∣ξ∣2 + η + iλ
dξ ∈ L2(0, L)

Rafael Oliveira de Jesus (VIII ENCONTRO DE PÓS-GRADUAÇÃO EM MATEMÁTICA DA UFBA (Universidade Federal da Bahia))23/11/2023 8 / 21



Formulação do Semigrupo Associado

H = [H1
0(0, L)]

2
× [L2(0, L)]2 × L2(R; L2(0, L)),

munido do seguinte produto interno

⟨U, Ũ⟩H = χ⟨u, ũ⟩H1
0 (0,L)

+ β⟨v , ṽ⟩H1
0 (0,L)

− γβ⟨u, ṽ⟩H1
0 (0,L)

− γβ⟨v , ũ⟩H1
0 (0,L)

+ ⟨ϕ, ϕ̃⟩L2(0,L) + ⟨ψ, ψ̃⟩L2(0,L)

+ C⟨φ, φ̃⟩L2(R;L2(0,L)),

onde U = (u, v , ϕ, ψ, φ)T e Ũ = (ũ, ṽ , ϕ̃, ψ̃, φ̃)T .
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Formulação do Semigrupo Associado

A norma proveniente é dada por

∥U∥2H = ∫
L

0
XTAX dx + ∥ϕ∥2L2(0,L) + ∥ψ∥

2
L2(0,L) + C∥φ∥

2
L2(R∶L2(0,L)),

onde A = (
χ −γβ
−γβ β

) e X = (
ux
vx
).

Observe que

∥(
u
v
)∥

2

[H1
0 (0,L)]

2

∶= ∫

L

0
XTAXdx

= χ∥u∥2H1
0 (0,L)

+ β∥v∥2H1
0 (0,L)

− 2γβ⟨u, v⟩H1
0 (0,L)

define uma norma em [H1
0(0, L)]

2
.
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Formulação do Semigrupo Associado

Fazendo ut = ϕ e vt = ψ, podemos reescrever o problema ampliado (3) na
forma de Cauchy:

Ut(t) = AU(t), U(0) = U0, ∀ t > 0, (4)

onde U = (u, v , ϕ, ψ, φ)T , U0 = (u0, v0, u1, v1, 0)
T , e A ∶ D(A) ⊂ H →

H é o operador

A

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

u
v

ϕ

ψ

φ

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

ϕ
ψ

χuxx − γβvxx − C∫
R
µ(ξ)φ(ξ)dξ

βvxx − γβuxx

−(∣ξ∣2 + η)φ(ξ) + µ(ξ)ϕ

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (5)

Rafael Oliveira de Jesus (VIII ENCONTRO DE PÓS-GRADUAÇÃO EM MATEMÁTICA DA UFBA (Universidade Federal da Bahia))23/11/2023 11 / 21



Formulação do Semigrupo Associado

com doḿınio

D(A) ={(u, v , ϕ, ψ, φ)T ∈H ∶ u, v ∈ H1
0(0, L) ∩H

2
(0, L), ϕ, ψ ∈ H1

0(0, L),

∣ξ∣φ ∈ L2(R; L2(0, L)), −(∣ξ∣2 + η)φ + µ(ξ)ϕ ∈ L2 (R; L2(0, L))}.
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Boa-Colocação

Theorem 1 (Existência e Unicidade de Solução)

Se U0 ∈H, o prolema de Cauchy (4) admite uma única solução fraca
U ∈ C ([0, +∞); H), dada por U(t) = etAU0.

Para U0 ∈ D(A), a solução encontrada é uma solução forte com a seguinte
regularidade

U ∈ C ([0, +∞); D(A)) ∩ C 1
([0, +∞); H) .
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Esboço da Demonstração

Utilizar o Teorema de Lumer-Phillips para provar que o operador A é gerador
infinitesimal de um C0-semigrupo de contração.

(i) Re ⟨AU, U⟩H = −C∫R
(∣ξ∣2 + η)∥φ(ξ)∥2L2(0,L) dξ ≤ 0.

(ii) (I −A) é sobrejetivo.
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Esboço da Demonstração

A condição (ii) equivale a encontrar um vetor (u, v) ∈ [H1
0(0,L)]

2
tal que

B((u, v), (ũ, ṽ)) = L(ũ, ṽ), (6)

onde B ∶ [H1
0(0, L)]

2 × [H1
0(0, L)]

2 → R é a forma bilinear definida por

B((u, v), (ũ, ṽ)) = C1∫

L

0
uũdx + ∫

L

0
v ṽdx + ∫

L

0
XTAX̃dx ,

with A = (
χ −γβ
−γβ β

) , X = (
ux
vx
) and X̃ = (

ũx
ṽx
) , and

L ∶ [H1
0(0, L)]

2 → R is the linear form defined by

L(ũ, ṽ) = ∫
L

0
F1ũdx + ∫

L

0
F2ṽdx − C∫

L

0
ũ∫

R

µ(ξ)h(ξ)dξ

∣ξ∣2 + η + 1
dx .
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Estabilidade Exponencial

Para obter a Estabilidade Exponencial utilizamos o seguinte resultado:

Theorem 2 (Gearhart-Prüss-Huang)

Seja {S(t)}t≥0 um C0- semigrupo de contração sobre um espaço de
Hilbert H. Se {S(t)}t≥0 é gerado pelo operador A, então {S(t)}t≥0 é
exponencialmente estável se, e somente se

ϱ(A) ⊃ iR e lim sup
∣λ∣→+∞

∥(iλI −A)−1∥L(H) <∞, ∀ λ ∈ R.
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Estabilidade Exponencial

Proposição 1

Se λ ∈ R, então iλI −A é injetivo.

Proposição 2

Se η = 0, então o operador A não é invert́ıvel e consequentemente
0 ∈ σ(A).

Demonstração. Seja W0 = (sen(πx/L), 0, 0, 0, 0) ∈ H e suponha que
existe U0 = (u0, v0, ϕ0, ψ0, φ0) ∈ D(A) tal que AU0 = W0. Nesse caso,

φ0(ξ) = ∣ξ∣
2α−5

2 sen(πx/L). Contudo, φ0 ∉ L
2(R; L2(0, L)) para 0 < α < 1.

◻
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Rafael Oliveira de Jesus (VIII ENCONTRO DE PÓS-GRADUAÇÃO EM MATEMÁTICA DA UFBA (Universidade Federal da Bahia))23/11/2023 17 / 21



Estabilidade Exponencial

Proposição 1

Se λ ∈ R, então iλI −A é injetivo.
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Estabilidade Exponencial

Proposição 3

(a) Se η = 0, então iλI −A é sobrejetivo, para λ ≠ 0.

(b) Se η > 0 e λ ∈ R, então iλI −A é sobrejetivo.

Observe que, como mostrado na Proposição 2, para η = 0, temos 0 ∈
σ(A), e portanto, iR /⊂ ϱ(A). Portanto, de acordo com o Teorema de
Gearhart-Prüss-Huang acima, segue-se que o semigrupo {etA}t≥0 gerado
pelo operador A não é exponencialmente estável e, portanto, a solução
U(t) = etAU0 o problema (4) não decai exponencialmente.
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U(t) = etAU0 o problema (4) não decai exponencialmente.
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Estabilidade Exponencial

Por outro lado, tomando η > 0, a Proposição 1 e o item (b) da Proposição
3 garantem que iR ⊂ ϱ(A), e Portanto, de acordo com o Teorema de
Gearhart-Prüss-Huang, a estabilidade exponencial é equivalente à seguinte
condição

lim sup
∣λ∣→∞

∥(iλI −A)−1∥L(H) < +∞.

Theorem 3

Se η > 0, então o C0-semigrupo de contração {etA}t≥0 gerado por A é
exponencialmente estável em H, isto é, existem constantes C e ω > 0 tais
que

∥etAU0∥H ≤ Ce
−ωt , ∀ t ≥ 0.
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Esboço da prova

Argumentar por contradição!

Nesse caso existe uma sequência
de números reais (λn)n∈N e uma sequência de vetores (Wn)n∈N =

(f1n, f2n, g1n, g2n, hn)n∈N em H tais que λn → +∞ e

∥(λ̃nI −A)
−1Wn∥ ≥ n∥Wn∥,

onde λ̃n = iλn.

Como λ̃n ∈ ϱ(A), existe uma sequência de vetores (Un)n∈N =

(ϕn, ψn, un, vn, φn)n∈N em D(A) tal que ∥Un∥ = 1 e (λ̃nI −A)
−1Wn = Un,

para todo n ∈ N.
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