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Introducao
Theodor Von Karman em 1910 apresentou o seguinte sistema
nao linear de equagdes diferenciais parciais para grandes defle-
x0es de uma placa elastica fina

wy — A2w — [w,u] =0 em Q x (0, T),
A2u+[w,w] =0 em Qx (0, T),
w(0) = wo, wi(0) =wy em €,

ow ou
= — = = — = T
w n u on 0em I x(0,7),

52w d%u Pw %u  9Pwdcu

[W7 U] = -2 + )
Ox2 9y? Oxdy Oxdy  dy? Ox?

onde
e O CR?

* w(x,y,t) denota o deslocamento transversal
* u(x,y,t)éafuncao de estresse de Airy
e 7 é o vetor unitario normal externoem I'.
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[1] C.A.Raposo, M.L.Santos. General decay to a von Karman
system with memory. Nonlinear Analysis: Theory, Methods &
Applications. 74 (2011) 937-945.

Foi considerado o modelo com meméria de longo alcance e
mostrado o decaimento geral da solugdo. Esse resultado in-
cluiu certas funcdes de relaxamento que ndo sao necessaria-
mente do tipo exponencial ou polinomial.
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Foi levado em conta o acoplamento térmico néo linear e condi-
¢Oes de contorno livre e obtido um atrator global.



Introducao

J. E. Lagnese e J. L. Lions [3] propuseram o seguinte sistema
de Von K&rmén

pAwy — EA Kux + ;W§> WX} + Elwyxxx = 0em(0,L) x (0, T),
X
pAuy — EA [ux - ;WE} =0em(0,L) x (0, T).
X

(1)
onde w(x,t) é o deslocamento transversal, u(x,t) o desloca-
mento longitudinal, (0, L) é o segmento ocupado pela viga e T
€ um determinado tempo positivo. Os parametros fisicos repre-
sentam as propriedades do material: E o médulo de Young, Aa
area da segao transversal da viga, L o comprimento da viga, pA
0 peso por unidade de comprimento e E/ € a rigidez da viga ou,
rigidez a flexao.



Em relacdo a esta formulacédo, em [4], o modelo de vigas de
Timoshenko foi obtido como um limite do sistema von Karman.

@ [3] J. E. Lagnese and J. L. Lions, Modelling Analysis and
Control of Thin Plates. Recherches en Mathématiques Ap-
pliquées 6, Masson, Paris, 1988.

[§ [4] G.P. Menzala, E. Zuazua. The beam equation as a limit
of 1 — D nonlinear von Karman model. Appl. Math. Lett. 12
(1999) 47-52.



Introducao
Estamos interessados em estudar a existéncia de solugédo e
comportamento assintotico, considerando o amortecimento por
atrito, o que € um problema natural, dado por

1
Wit — b1 |:<UX + WE) Wx:| + b2Wxxxx +a1w = 07
X

2
()
Uy — by [Ux + W§:| + asu; = 0,
2 X
com condicdes iniciais
{ w(x,0) = wo(x), wi(x,0) = wy(x), 3)
U(X,O) = UO(X)7 Ut(XaO) = U (X)a

e condic¢oes de fronteira tipo Dirichlet-Neumann
u(0,t) =u(L, t) =0,
w(0,t) = w(L,t) =0, (4)
Wx(07 ) - Wx(L, t) == 0.



EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUGAO




Existéncia e unicidade de solucao

Nosso ponto de partida é a propriedade dissipativa da energia.
Proposicao
A energia total do sistema (2) é definida por

1 [t 1
S(t):z/ [|W1]2+\ut!2+b1\ux+2W§2+b2|wxx|2} ax
0
e satisfaz

75 :—31/ wi[2ax — ag/ |ue2ax.



Existéncia e unicidade de solucao

Agora, introduzimos o espago de fase
H = H2(0,L) x L3(0,L) x H}(0,L) x L3(0, L),
equipado com o seguinte produto interno
- L L
0 0
L _ L —

0 0

onde

U: (Wa 2 u7w)7—7 com Y = Wt7 ¢ = Ut



Existéncia e unicidade de solucao

Vamos transformar o sistema (2)-(4) em problema de evolugéo
no espago de fase H.

Note que,

2

Wi
1 2
ot b [(Ux+2WX> WX}X_bZWxxxx_aﬁO
Uy = -
Ui ¢
(oh L
by |ux + zwg| — a

2

X



Existéncia e unicidade de solucao

A representacao matricial anterior pode ser escrita como segue:

0
2
1 2
—boWyxxx — @19 by [<UX+2WX> WX}X
U = +
(0 0
biuxx — a b
o b ),

= AU + F(U)



Existéncia e unicidade de solucao

Entéo, (2)-(4) foi escrito como um problema de evolucéo de pri-
meira ordem

U = AU + F(U), 5
U(O) = (W079007 u07¢0)T7 vVit> 07

O dominio do operador linear A € definido da seguinte maneira:
w € H*(0, L) N H3(0, L),
D(A) = | (w.p,ud) €M



Existéncia e unicidade de solucao

A ideia principal € considerar o sistema de evolugado nao
linear U; = AU + F(U) como uma perturbagéo F(U) do
semigrupo linear de contragdo S(t) = e em H. Se o
termo nao linear F for localmente Lipschitz, entao, resul-
tados abstratos (consulte [7, Cap. 6] e também [8, Teo-
rema 7.1]) sobre a geracao de semigrupos nao lineares
pode ser aplicado a fim de concluir a existéncia de semi-
grupos nao lineares em .

[§ [7] A., Pazy: Semigroups of Linear Operators and Ap-
plications to PDE’s. Springer, New York (1986).

[4 [8] I., Chueshov, M., Eller, |.,Lasiecka: On the attrac-
tor for a semilinear wave equation with critical expo-
nent and nonlinear boundary dissipation. Commun.
Partial Differ. Equ. 27, 1901-1951 (2002).




Existéncia e unicidade de solucao

A teoria de semigrupos nao lineares também implica que
para dados iniciais no dominio do gerador infinitesimal, as
solucdes correspondentes sao continuas no tempo com
os valores em D(A). Para um esboco da prova, veja [8,
Apéndice]. Se o dominio D(A) for denso em #, entéo as
solugdes fortes possuem a propriedade U € C([0, T), H).

[@ [8] I., Chueshov, ., Lasiecka: Attractors and Long Time
Behavior of von Kadarmaan Thermoelastic Plates. Appl Math
Optim 58, (2008) 195-241.



Existéncia e unicidade de solucao

Teorema
O operator A gera um Cy-semigrupo de contragdes S(t) = et
emH.



Existéncia e unicidade de solucao

Teorema

O operator A gera um Cy-semigrupo de contragdes S(t) = et
emH.

Lemma
O operador F : H — H é localmente Lipschitz.



Existéncia e unicidade de solucao

Definicao

Seja S(t) um Cy-semigrupo de contragées em H. Uma fungéo
continua U : (0, T] — H é denominada "mild solution" para o
problem U; = AU + F(U) quando U satisfaz a seguinte expres-
sdo

U(t) = S(t)U + /Ot S(t— s)F(U(s))ds, 0<t<T,

onde F é localmente Lipschitz em H.



Existéncia e unicidade de solucao

Teorema
Se Uy € H, entdo o problema

Ui = AU+ F(U)
possui uma unica "mild solution”
U € C(]0,0),#) com U(0) = Up.

Além disto, se Uy € D(A) a "mild solution” é uma solugéo forte
globalmente definida.



Existéncia e unicidade de solucao

Demonstragdo

Desde que A gera um Cy-semigrupo de contracdes e F é lo-
calmente Lipschitz, seque de [Pazy, Teorema 6.1.4] que U; =
AU + F(U) possui uma unica " mild solution”

t
U(t) = eMUp + / e4(=9) F(U(s)) ds.
0

definida em um intervalo [0, tnax), onde tnax depende de Up.
Além disto, se tmax < oo, entao

lim ([ U(t) 3 = +oc.

t— tmax



Existéncia e unicidade de solucao

Acontece que, da propriedade de dissipacdo da energia obte-
mos que
E(t) < £(0).

Sendo uy < uy + %WE temos que ||U(t)||3, < 2&(t), entdo

|U(1)|12, < 2£(0) paratodo t> 0.

Assim sendo, tnax = +oo, e portanto, a solugao é globalmente
definida.

Finalmente, como consequéncia de [ Pazy, Teorema 6.1.5 ], de-
duzimos que quaisquer " mild solution” com dados iniciais em
D(.A) séo solugdes fortes. O



COMPORTAMENTO ASSINTOTICO




Comportamento assintético

Nosso resultado de estabilidade é o seguinte teorema:

Teorema
Seja (w, u) a solugdo de (2)-(4) dada pelo teorema anterior,
com os dados iniciais em D(A). Ent&o, a energia total

1t 1
5(t):2/0 [|w,|2+\ut|2+b1|ux+2W32+b2|wxx|2 ax,

satisfaz

E(t) < CE(0)e™™, a,C >0, paratodo t> 0.



@ C.A. Raposo, R. Martins, J. O. Ribeiro, O. Vera. Exponential
stability of the von Karman system with internal damping.
Georgian Math. J. (2023) 2023-2026.
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