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Motivagdo
oce

Objetivo: medir a abertura entre subespagos via métricas (distdncias) em
Grassmannianas (conjuntos de subespacos vetoriais).

Aplicacdes em: geometria, dlgebra linear, andlise funcional, estatistica,
aprendizagem de mdaquina, andlise de imagens, comunicacdo sem fio, etc.

Para subespacos de mesma dimens3o ha boas métricas.

Para dimensdes diferentes ndo ha, e assimetrias (reta C plano, mas plano
¢ reta) sugerem o uso de métricas assimétricas.
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Objetivo: medir a abertura entre subespagos via métricas (distdncias) em
Grassmannianas (conjuntos de subespacos vetoriais).

Aplicacdes em: geometria, dlgebra linear, andlise funcional, estatistica,
aprendizagem de mdaquina, andlise de imagens, comunicacdo sem fio, etc.

Para subespacos de mesma dimens3o ha boas métricas.
Para dimensdes diferentes ndo ha, e assimetrias (reta C plano, mas plano

¢ reta) sugerem o uso de métricas assimétricas.

Mas... o angulo entre subespacgos ja ndo mede a abertura???
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Angulos
[o] le]e}

Angulos entre subespacos em R3

Rotacdes em R3 s3o dadas por eixo ou plano de rotacdo, e um angulo 6.

cosf§ —senf 0
senf cosf O

0 0 1



Angulos
ooceo

Angulos entre subespacos em R*

Em R* h4 espaco para 2 rotacdes independentes, em planos ortogonais,
com angulos 61 e 6.

cosf; —senb; 0 0
senfy  cosf; 0 0
0 0 cosfr, —senb,
0 0 senfh  cosb,

span{e;, i} L span{ey, fr}



Angulos
oooe

Angulos principais entre subespacos de R"

Definicao

Bases e angulos principais de V e W s3o bases ortonormais
(e1,...,e) e(f,...,fy), edngulos 0 < 6y <--- <0y, < T, com
m = min{p, q}, tais que:

@ 0i=10qrparal <i<m

@ ¢ L fiparai#j.

Descricdo completa da inclinac3o relativa de V' e W requer todos 6;'s.

Mas em geral se tenta combina-los numa tnica medida de distancia.
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Grassmannianas
O@0000

Tipos de Grassmanniana

@ Grassmanniana
G, = {subespagos de dimensdo p em R"}.

Variedade compacta e conexa de dimensao p(n — p).

e Grassmanniana Total

G" = U,—o Gj = {todos os subespagos de R"}.
Em geral, tem topologia de unido disjunta, que n3o é interessante, e

pode ser inconveniente, separando um plano de suas prdprias retas.

Veremos que ha topologias mais adequadas.



Grassmannianas
[o]e] lelele}

Métricas em Grassmannianas G,;’

Para V, W € Gg, com angulos principais 0; < --- < 8, as seguintes
métricas s3o topologicamente equivalentes:

o AN

d, = P02 (geodésica)

dep = 24/3°0_sin® % (cordal Frobenius ou Procrustes)
dor = /> sin*6;  (projecdo Frobenius ou cordal)

drs = cos I ([[7_, cos6;)  (Fubini-Study)
den =1/2—2]]% cos; (cordal A)

dgc = \/m (Binet-Cauchy)

da =6, (Asimov)

.0
@ max{ do = 2sin 3 (cordal 2-norma)

dp» =sinf,  (projecdo 2-norma ou gap)



Grassmannianas
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Distancias na Grassmanniana Total G”

Dados V € Gj e W € G com p < q, parece natural definir

d(V, W) = inf{dy(V,U): U € G2, U C W}.




Grassmannianas
[e]e]e] le]e}

Distancias na Grassmanniana Total G”

Dados V € Gj e W € G com p < q, parece natural definir

d(V, W) = inf{dy(V,U): U € G2, U C W}.

———— —‘—/};)---*

d(Vl, W) + d(Vg, W) =0< d(\/l, V2)



Grassmannianas
[e]e]ele] Te}

Distancias na Grassmanniana Total G”

Para Ve GleWe G comb <--- <0y, m= min{p, q}, temos:

o “Projecdo Frobenius” dpr = /> 7 sin®6;

Dist. direcional d(V, W) \/max{O p—ql+ 37" sin?6;

sinf, sep<gq

Gap de contencdo 6(V, W) = {
1 sep>gq

Gap § = sinfl, sep=gq
1 sep#q

s

A “1T71° 0: =
Fubini-Study drs = cos(I[izycosti) sep=gq
3 sep#q

Projecdo Frobenius dpr = \/qul + 307 sin?6;

Dist. simétrica ds = 1/|p — q| + Y7, sin? 6;



Grassmannianas
[e]e]elele] J

Problemas

o dor e (talvez) d n3o satisfazem a desigualdade triangular.
Logo nao sao métricas e ndo geram topologias.
o d e § sio assimétricas, d(V, W) # d(W, V).

N3o é problema, mas requer cuidado. Assimetrias entre subespac¢os
sugerem que isso seja natural.

e §ed dio pouca informagdo, pois s6 usam 6,.
e § e drs n3o d3o nenhuma se p # q, pois ficam constantes.

@ 0, drs, dpr e ds sdo ndo nulas mesmo se V C W.

Algumas aplica¢des requerem d(V, W) =0se V C W, o que
métricas usuais ndo permitem.
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Métricas Assimétricas
(o] lelele]

Definigao

Métrica assimétrica é d : M x M — [0, 00) tal que:
Q@ d(x,y)=d(y,x) =0« x =y (condicdo de separacdo Ty),

@ d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (desigualdade triangular orientada).

N3o requer simetria d(x,y) = d(y, x) (conveniente, mas restritiva).
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Alguns autores usam d(x,y) = 0 < x = y (cond. separagdo Ti).



Métricas Assimétricas
(o] lelele]

Definigao

Métrica assimétrica é d : M x M — [0, 00) tal que:
Q@ d(x,y)=d(y,x) =0« x =y (condicdo de separacdo Ty),
@ d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) (desigualdade triangular orientada).

N3o requer simetria d(x,y) = d(y, x) (conveniente, mas restritiva).
Alguns autores usam d(x,y) = 0 < x = y (cond. separagdo Ti).

Ocorrem se trajeto, tempo ou custo para ir de um ponto a outro depende
do sentido: ruas de m3o unica, hora do rush, subida x descida, etc.

Usadas em topologia, geometria Finsler, teoria dos grafos, ciéncia da
computacdo, ciéncia dos materiais, biologia, etc.

Exigem cuidado, mas s3o mais ricas que métricas usuais.



Métricas Assimétricas
[ele] lele]

Estruturas Induzidas por d

@ Ordem parcial: x <y < d(x,y) =0.
Assim, d(x,y) mede a falha em termos x < y.
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[ele] lele]

Estruturas Induzidas por d

@ Ordem parcial: x <y < d(x,y) =0.
Assim, d(x,y) mede a falha em termos x < y.
Com T ficaria trivial (x < x).
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Estruturas Induzidas por d

@ Ordem parcial: x <y < d(x,y) =0.
Assim, d(x,y) mede a falha em termos x < y.
Com T ficaria trivial (x < x).

® Métricas usuais via simetrizagdo (mas perdem informagZo).
Em particular, d(x,y) = max{d(x,y), d(y,x)}.



Métricas Assimétricas
[ele] lele]

Estruturas Induzidas por d

@ Ordem parcial: x <y < d(x,y) =0.
Assim, d(x,y) mede a falha em termos x < y.
Com T ficaria trivial (x < x).

® Métricas usuais via simetrizagdo (mas perdem informagZo).
Em particular, d(x,y) = max{d(x,y), d(y,x)}.
@ Trés topologias:
o 7 gerada por B (x) ={y : d(y,x) < r};
o 71 gerada por B (x) = {y : d(x,y) < r};

o 7 gerada por B,(x) = B (x) N By (x) = {y : d(x,y) < r}.



Métricas Assimétricas
[ele] lele]

Estruturas Induzidas por d

@ Ordem parcial: x <y < d(x,y) =0.
Assim, d(x,y) mede a falha em termos x < y.
Com T ficaria trivial (x < x).

@ Métricas usuais via simetrizagdo (mas perdem informac3o).
Em particular, d(x,y) = max{d(x,y), d(y,x)}.
@ Trés topologias:
e 7~ gerada por B (x) ={y :d(y,x) <r};
o 71 gerada por B (x) = {y : d(x,y) < r};
o 7 gerada por B,(x) = B (x) N By (x) = {y : d(x,y) < r}.
7% s30 Ty (de 2 pontos, um tem vizinhanca que separa do outro),

mas s3o bem comportadas, se complementam, e combinadas dao 7,
que é topologia métrica de d.



Métricas Assimétricas
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Em R, seja d(x, y) = max{0,x — y}.

Induz ordem < usual, mede o quanto x < y falha.

Ex: d(3,5) =0 e d(5,3) = 2.
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[ele]e] Je]

Em R, seja d(x, y) = max{0,x — y}.

Induz ordem < usual, mede o quanto x < y falha.
Ex: d(3,5) =0 e d(5,3) = 2.

d(x,y) = |x — y| mede falha em x = y, ndo detecta qual é maior.
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[ele]e] Je]

Em R, seja d(x, y) = max{0,x — y}.

Induz ordem < usual, mede o quanto x < y falha.

Ex: d(3,5) =0 e d(5,3) = 2.

d(x,y) = |x — y| mede falha em x = y, ndo detecta qual é maior.
T € a topologia usual,

T~ € a semicontinua superior {(—o0, x)},
T+ € a semicontinua inferior {(x,00)}.




Métricas Assimétricas
[ele]e] Je]

Em R, seja d(x, y) = max{0,x — y}.

Induz ordem < usual, mede o quanto x < y falha.

Ex: d(3,5) =0 e d(5,3) = 2.

d(x,y) = |x — y| mede falha em x = y, ndo detecta qual é maior.

T € a topologia usual,
T~ € a semicontinua superior {(—o0, x)},
T+ € a semicontinua inferior {(x,00)}.

f(x) = —x d4 simetria usual de (R, 7), e homeomorfismo 7= ~ 7.




Métricas Assimétricas
ooooe

Exemplo (Toy Models)

0 sep<q,

EmM:{Ovlv"‘Vn}' Sejad(P,Q):{
1 sep>aq.

Medida bindria da ordem < usual.




Métricas Assimétricas
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Exemplo (Toy Models)

0 <
EmM:{071,...7n},sejad(p,q):{ S

1 sep>q.
Medida bindria da ordem < usual.

Em M~ = (M, 77), abertos sdo {0,1,...,p};
em Mt = (M, 1), abertos sdo {p,p+1,...,n};
em M = (M, ) todo {p} € aberto (topologia discreta).
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Em M~ = (M, 77), abertos sdo {0,1,...,p};
em Mt = (M, 1), abertos sdo {p,p+1,...,n};
em M = (M, ) todo {p} € aberto (topologia discreta).

f(p) = n— p é simetria de M, e homeomorfismo M~ ~ M.




Métricas Assimétricas
ooooe

Exemplo (Toy Models)

0 sep<q,

EmM:{Ovlv"’Vn}' sejad(p7q):{
1 sep>aq.

Medida bindria da ordem < usual.

Em M~ = (M, 77), abertos sdo {0,1,...,p};
em Mt = (M, 1), abertos sdo {p,p+1,...,n};
em M = (M, ) todo {p} € aberto (topologia discreta).

f(p) = n— p é simetria de M, e homeomorfismo M~ ~ M.

M~ é conexo por caminhos (M idem): dados p < q,

qg setell,?2]
p(—t) € geodésica de comprimento 1 de q para p.

te|0,1) | , . .
o(t) = {p s€ [0,1) € geodésica de comprimento 0 de p para q;




Motivacdo Angulos Grassmannianas Métricas Assimétricas Grassmanniana Total Geometria Geodésicas Epilogo Refs.
0000 0000 000000 00000 @0000 0000 000000 00000 00000

«0O»

DA



Grassmanniana Total
(o] lelele]

Seja (dp)p=0,...,n uma familia de métricas nas G,'s tal que d,(V, W) é
fun¢do n3o-decrescente dos angulos principais ndo nulos.

Todas as métricas vistas em GI;’ satisfazem isso.

Definicao

A, = diam G} = sup{d,(V, W) : V, W € G}, para N > 2p.

Usamos G;V para V e W poderem se afastar ao maximo (ortogonais).

Isso torna A, ndo-decrescente.



Grassmanniana Total
[e]e] lele]

Teorema (Mandolesi, 2023)

Uma métrica assimétrica em G" de V € G, para W € G; € dada por
d(V,W) =inf{d,(V,U): Ue€ G,,UC W},
tomando inf em [0, A,]. Além disso,

dp(V,U) sep<gq,
inf0 =A, sep>gq,

d(v, W):{

para qualquer U € G com Py (V) C UC W.

d(V,W)=0«< V C W, logo d(V, W) mede quanto falta para V C W.

Se p > q isso esta sempre t3o longe de acontecer quanto possivel, e
d(V, W) n3o sai do seu maximo A,.



Grassmanniana Total
[e]e]e] o]

Parece o que tentamos antes, mas agora ndo forcamos p < g, e
isso permite satisfazer a desigualdade triangular orientada.

d(Vi, Vo) < Ay <0+ Ay = d(Vi, W) + d(W, V)



Grassmanniana Total
oooo0e

Métricas Assimétricas na Grassmanniana Total

Métricas assimétricas de V € G para W € G/ estendendo as métricas
de antes. Todas geram as mesmas topologias 7 e 7+

dg = />0, 07 se p< g, sendo 5,/p
° P{dep=2y/3" sin’% sep< g, sendo/2p

dpF = P sin®0; se p<gq, sendo VP

drs = cos }([]7_; cos;) se p<gq, sendo

o A dep =1/2—2]]F_ cosb; sep<gq, senio 2

dgc = \/m se p<gq, sendo 1

da=0, se p < g, sendo 5
@ max{ dep = 2sin %" se p < g, sendo V2
dpp =sin, sep<gq, sendol
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Geometria
o] Jele]

Topologias 7, 7, 7 ligadas a C, D, =. Para r > 0 pequeno:

e B, (V) = {subespagos quase contidos em V}
(dim menor ou igual, e 0;'s pequenos);

@ B (V) = {subespacos que quase contém V'}
(dim maior ou igual, e 6;'s pequenos).

@ B,(V) = {subespacos quase iguais a V'}
(mesma dim, e 6;'s pequenos);
Ex.: para uma reta L C R3,

@ B (L) tem {0} e retas dentro de um cone duplo;

e B/ (L) tem R3, planos e retas interceptando o interior do cone;

e B,(L) tem s6 retas.



) Total Geometria
coeo

Assimétricas

G,'s tém topologia usual (d restringe a d,,), sdo componentes de
G” = (G",7), e estdo interconectadas em G"* = (G, 7%).

an Gt n—
X =G —an

'\‘-f"B, vy G

G

(0 =Gy

Proposicao

f(V) = V* dd homeomorf. G} ~ Gl (simetria de G") e G"~ ~ G"*.




Geometria
oooe

Proposicao

G" e G"* sdo compactas.

Proposicao

G"* s3o conexas por caminhos.

Permite estudar topologicamente processos em que a dimens3do muda
(ex: compressdo de dados).

Proposicao

SO(n) age em G" ou G"* por isometrias, as drbitas sio as GJ's, e os
quocientes sdo os ‘toy models”:

G"/SO(n)~M e G"£/SO(n)~ M*.
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Geodésicas
O@0000

Geodésicas na Grassmanniana G,;’

Para métricas /> e A em G , geodésica minima ¢(t) de V até W
é obtida rotacionando cada e; para f; com velocidade constante.

Seu comprimento é a métrica geodésica dg(V, W) = b6z

=



Geodésicas
[o]e] lelele}

Geodésicas nas Grassmannianas Totais G™*

Definicao

Caminho ¢ : [a, b] — G"* tem ponto critico se dim o(t) muda nele.
Ha uma:

e expansao se ¢(t) muda de U para V 2 U;

@ contracdo se p(t) muda de U para V C U.

Obs: omitimos alguns detalhes técnicos.

Proposicao

Em qualquer ponto critico ¢ hd uma particdo [a, b] = I, U |, tal que o
comprimento ¢, satisfaz:

o expansdo: Ly, =Ly, + Ly,

@ contragdo: {, = &P\ﬁ + €<p|,2 + Al, onde Al = A,.




Geodésicas
[e]e]e] lele}

Proposicao

Caminho ) em G"* € nulo (¢,, = 0) < € constante por partes, mudando
apenas por um niumero finito de expansées.




Geodésicas
[e]e]e] lele}

Caminho ) em G"* € nulo (¢,, = 0) < € constante por partes, mudando
apenas por um niumero finito de expansées.

.

Definicao

Caminho tipo | em G, deV e G,f para W € G, é ¢ @ n, onde:
® ¢ € geod. min. em GJ de V para U com Pw(V)C UC W;

e 1 é caminho nulo de {0} para U+ N W.

A

Caminhos tipo | existem < p < q. Seu comprimento é dg(V, W).



Geodésicas
[e]e]ele] Te}

Definicao

Caminho tipo Il tem 1 contracdo, com Al = A, e é nulo no resto.

{0} Vi {0} s W
W

Caminhos tipo Il existem < V # {0}. Seu comprimento é A,
(“penalidade” por perda de informag&o na contracdo).



Geodésicas
[e]e]elele] J

Para métrica assimétrica 12 ou A em G"*:

Teorema (Mandolesi, 2023)

Caminho de V € G para W € G € geodésica minima se, e sO se:
e fortipol e dg(V,W) <A, ou
o for tipo ll e A, < dg(V,W).

.

Coroldrio

G"* sdo espacos geodésicos (hd geodésicas minimas entre quaisquer
pontos).

A
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Epilogo
(o] Jelele]
Préximos passos:

@ Entender melhor a geometria de G (grupo fundamental,
homologia, etc.)

© Meétricas assimétricas obtidas podem ser (teis em aplica¢des
praticas?

© T&ém algum significado interessante, boas propriedades, e s3o faceis
de calcular?



Epilogo
(o] Jelele]
Préximos passos:

@ Entender melhor a geometria de G (grupo fundamental,
homologia, etc.)

© Meétricas assimétricas obtidas podem ser (teis em aplica¢des
praticas?

© T&ém algum significado interessante, boas propriedades, e s3o faceis
de calcular?

Resposta é sim para as métricas assimétricas A, que estao
relacionadas a um angulo assimétrico ©y .

Proposicao

o drs(V, W) =0y w
o don(V, W) = 2sen 24w
(*] dB(:(V, W) = sen 6V7W




Definition

O angulo assimétrico de V' € G para W € G/ € dado por

voly(Pw(S))

cosOy yw =
’ vol, S

b

para conjunto S C V com vol,(S) # 0 (volume de dimenséo p).

Epilogo
[ele] lele]

s

Se p > qtemos Oy w = 5. Em geral, Oy yw # Ow,v se p # q.




Epilogo
[ele]e] Je]

Boas propriedades: trigonometria de subespagos com ©y
(generalizando Teor. Pitdgoras, Lei dos Cos, etc), e assimetria da
férmulas gerais para produtos das algebras de Grassmann e Clifford:

Proposicao

Se A e B forem multivetores simples com espacos V e W, temos:
o [(A B)| = ||A]|B]cos®v,w (com By w =max{Oy w,Ow,v})
o |A-B|| = ||A]|||B]lcos®v.w (com Oy = min{Ovy.w,Ow v})
o [ALB| = [|A]lllBllcos Ov,w
o AN B = Alll1B]| cos Oy, w=
o AV Bl = [|A[[[|Bl[cos© v w




Epilogo
ooooe

Produtos permitem calcular ©y . Para quem prefere matrizes:

Proposi¢cao

Se A= ({(v;,v})), B= ({wi,w;)) e C= ((w;,v;)) para quaisquer bases
(vi,...,vp) de V e(wy,...,wy) de W,

det(CTB~1C)

c052@v7W = Tt A
Sep=gq,
cos © __ldet€]
YW J/detA detB

Se P é matriz de projecdo ortogonal V. — W em bases ortogonais,
cos’ Oy w = det(PTP).

Sep=gq,

cosOy w = | det P|.
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