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(M, h,V) 2@ g x N N

Variedade Variedade

dualmente de Kahler
flat

Resultado principal: Classificacdo das torificacSes de variedades dualmente flat
no caso mais simples, ou seja, dimens3o de M igual a 1.

[1] Mathieu Molitor. Kahler toric manifolds from dually flat spaces, ar-
Xiv:2019.04839, 2021.
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Definicoes.

Seja (M, h) uma variedade Riemanniana munida com uma conex&o
linear V. A conexao dual de V com respeito a h é a linica conexao
linear, denotada por V*, satisfazendo

Xh(Y,Z) =h(VxY,Z)+ WY,V Z)

para todo campos de vetores X, Y, Z em M.

Seja (M, h) uma variedade Riemanniana munida com uma conex&o
linear V e com a conexdo dual de V, V*. Dizemos que (M, h, V) é
uma variedade dualmente flat se ambas conexdes V e V* s3o flat.

EXEMPLOS PRINCIPAIS:
o Variedades Riemannianas flat;

o Classe de variedades estatisticas chamada Familias exponencias.
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o Distribuicao Binomial

Seja Q = {0,...,n}. Definamos

B(n) = {p(/a q) = (Z) F1-q)" " ke, qge (0, 1)} =R.

o Distribuicao de Poisson

Seja © ={0,1,2,...}. Definamos

k
PZ{p(k;/\)zeA)];,IkeQ,A>O}gR.
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o Distribuicao Categoérica
Seja Q = {xg,...,x,}. Definamos
Py = {p:Q—>R|p(w) >0;VeeQe ip(mk)zl} ~ R™.
k=0
o Distribuicao Binomial Negativa
Seja 2 ={0,1,2...} e sejar €  tal que r > 1. Definamos

w0 = (o) = (1T a0t ke a ge 0.0 f = (w00

Danuzia Figueirédo (d: i il.com) Variedades téricas e formas espaciais complexas VIII EPGMAT-UFBA 2023



Denotamos por & as familias exponenciais: B(n); P; P; NB(r). Entdo

(&, hp, V', V(™) & uma variedade dualmente flat.

o h = hp (métrica de Fisher);
o V=V® (conex3o exponencial);

o V* = V(™ (conexdo de mistura).
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Seja (M, h, V) uma variedade dualmente flat conexa de dimens3o n.

Definicao. Um subconjunto L C T'M é dito ser um reticulo paralelo com
respeito a V se existem n campos de vetores paralelos Xi,...,X,, em M
tais que:

o {Xi1(p),...,Xn(p)} é base para T,M para todo p € M.

o L={kXi(p)+ -+ k. Xn(p)|pE M, k1,...,k, € Z}.
Neste caso escrevemos L = Lx, onde X = (X3,...,X,) € X(M)", e
chamamos X um gerador para L.

\

Dado X = (Xy,...,X,) um gerador para L, denotamos por I'(L, X) =T'(L) o
grupo das transformacdes de T M da forma

TM — TM, urs u+ k1 X1+ +knXn (k... kn €Z).

VIII EPGMAT-UFBA 2023

Variedades téricas e formas espaciais complexas

Danuzia Figueirédo (danuzianf@hotmail.com)



o (M, h,V) variedade dualmente flat conexa de dimens3o n.

o (N,g,J,w) variedade de Kahler conexa de dimens3o real 2n, equipada com
uma acdo do toro @ : T" x N — N efetiva, holomorfa e isométrica.

o N°={peN|®(t,p)=p=>t=ce}

Definicdo. Dizemos que IV é uma torificacao de M se existem um reticulo
paralelo L € TM com respeito a V e um isomorfismo de Kahler F' :
TM/T(L) — N° que é equivariante.

Exemplos:

Variedade dualmente flat (M) Torificacdo (V)

Poisson (P) C
Binomial (B(n)) P ~ S?
Binomial Negativa (NB(r)) D,
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Definicoes.

o Uma variedade de Kahler N é regular se é conexa, simplesmente
conexa, completa e a métrica de Kahler é anélitica real. A torificaciao
®:T" x N — N éregular se N é regular.

o Dizemos que uma variedade dualmente flat conexa (M, h, V) é térica
se ela possui uma torificagdo regular.

QUESTOES: Quais s3o as variedades dualmente flat de dimens3o 1 que sio
téricas? E quais sdo suas torificacoes?
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Sejam (M, h, V) uma variedade dualmente flat de dimensdo lez : U — R
um sistema de coordenadas afim definido em algum subconjunto U C M
aberto e conexo. A curvatura seccional Hessiana em dimensao 1 é uma
funcdo suave S : M — R, cuja expressao local é dada por

1 9%1n(h)
S(IE) = % o2 )

onde h(z) = h(Z, 2).

T

Exemplos:

Variedade dualmente flat (M)
Poisson (P)

Binomial (B(n))

Binomial Negativa (NB(r))

sie 3l o ey
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Observacdo. Seja M uma variedade dualmente flat, TM é naturalmente uma
variedade de Kahler.

r

Proposicdo. Seja (M, h, V) uma variedade dualmente flat. S3o equivalen-
tes:

A curvatura seccional Hessiana de (M, h, V) é uma constante c.

A curvatura seccional holomorfa de (T'M, J, g,w) é uma constante
—c.

[1] Hirohiko Shima. The geometry of Hessian structures. World Scientific
Publishing Co. Pte. Ltd., Hackensack, NJ, 2007.
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Seja ¢ € R e M, a variedade definida por

R if ¢>0,
MC{ (=00,0) if e¢<O.

Seja h. a métrica Riemanniana em M_, cuja express3o local na coordenada 0 é
dada por:

m if ¢> 0,

he(d) = € if ¢=0,
1 .

IO if ¢<O.
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Lema. (M., h., V) é uma variedade Hessiana de dimens3o 1 com curva-
tura seccional Hessiana constante e igual a —c.

Prova-se que:

Qo (P, hF,V(e)) ~ (M0769’vflat) e S —0.
° (B(n)th7V(€)) ~ (M vflat) e S — _71

= 4cosh2( )’

o WB(r),hp, V) = (Mes, sty V™) e 5 = 1
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Seja F(c) a forma espacial complexa completa simplesmente conexa de dimens3o
complexa 1, e de curvatura seccional holomorfa constante igual a ¢ € R.

D(c) if e¢<0,
Fe)=¢ C if ¢=0,
Pi(c) if ¢>0,
Seja @.: T x F(c) — F(c) a acdo do toro definida via formulas:
.([t], z) = ™tz if ¢<0,
P

([t], [0, 21]) = [€¥7™20,21] if ¢ > 0.

Proposicdo. Dado ¢ € R, a forma espacial F'(¢), equipada com a acio do
toro ®,, é uma torificacdo regular de (M., h., V).
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Lema. Seja (M, h, V) uma variedade dualmente flat, conexa, de dimens3o
1 e curvatura seccional Hessiana S : M — R. Se M é térica e satisfaz a
condicdo P, entdo S é constante.

Teorema. Seja (M, h, V) uma variedade dualmente flat, conexa, de dimen-
sdo 1 com x : M — R um sistema de coordenadas afim global. Suponha
que M é térica e que satisfaz a condicdo P. Entdo M ~ M, para algum
ceR.

Observacdo. Se M ~ M., entdo @, : T x F(c) — F(c) é uma torificacdo regular
de M.

Condicao P: o espaco das funcdes de Kahler de uma torificacdo regular N separa
os pontos de N.
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Nas condicGes do Teorema acima, assumimos que M = £ é uma familia
1

exponencial unidimensional definida sob Q = {zg,...,z;,}. Tome ¢ = > onde
pef{l,2,...}.

r

Teorema. Seja £ uma familia exponencial unidemsional definida sob
Q= {zg,...,Tm} € seja Ercq a familia exponencial reduzida de £ definida
sob Q¢ = {0,1,...,p}. Suponha que &£ é térica (+ algumas condicdes
técnicas). Entdo

@ &rea ~ B(p) (equivaléncia de familias exponenciais).

@ &= My, (isomorfismo de variedades dualmente flat).

@ Tx ]P’l(%) — P1(3), ([t], [20, 21]) = [€2"™ 20, 21] é uma torificacdo

1
P
regular de &.
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