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Nos singulares e o grupo de trangas singulares

NGs e enlagcamentos singulares

Definigao

Um enlagamento singular em n componentes € a imagem de uma imersao suave de n
copias do circulo em S2, que possui um niimero finito de singularidades, chamadas cruza-
mentos singulares.
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Nos singulares e o grupo de trangas singulares

Figura: Exemplos de nés e enlagamentos singulares.
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Nos singulares e o grupo de trangas singulares

Defini¢

O grupo de trangas singulares em n cordas, denotado por SGp,, € o grupo abstrado gerado
por o (geradores classicos) e 7; (geradores singulares), parai = 1,...,n—1, com relagdes:

giojoj = ojojoj para |i-j =1,
oioj = ojo; para [|i—j|>1,
Tt = 71T para [i—jl>1,
Tio; = ojri para |i—j>1,
Tioj = oyt para i=1,...,n—-1,
giojTj = Tjojoj para |i—j|:1.
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Nos singulares e o grupo de trangas singulares

Definicao

O fecho de uma tranga singular é definido como o fechamento comum de uma tranca
classica, onde unimos as extremidades dos fios correspondentes por arcos simples. O
fechamento de uma tranga singular w sera denotado por w.
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Nos singulares e o grupo de trangas singulares

Teorema (Gemein, 1997)

Duas trangas singulares em U,SG,, tém fechamentos isotépicos se e somente se diferem
por relagdes de trangas singulares e uma sequéncia de movimentos:

(i) Conjugagéo real: ojw ~ woj, w,oj€ SGp;

(i) Singular: Tiw ~ wtji, w,7; € SGp;

(iii) Estabilizagao real: w ~ wos, w € SGp.
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A algebra Temperley-Lieb virtual e um trago de Markov

A algebra Temperley-Lieb virtual e um traco de Markov

Definigao
Seja n > 1 um inteiro. Um flat virtual n-tangle é uma cole¢éo de n pares disjuntos em
{0,1} x {1,..., n}, isto é, uma particdo de {0, 1} x {1, ..., n} em pares. Seja E = {a1,...,an}

um flat virtual n-tangle. Entéo representamos graficamente E no plano conectando as duas
extremidades de cada «j com um arco.
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A algebra Temperley-Lieb virtual e um trago de Markov

Considere o flat virtual 3-tangle {a1, @2, a3}, onde a1 = {(0, 1), (0,2)}, @2 = {(0,3),(1,2)} e
az ={(1,3),(1,1)}.

Figura: Flat virtual tangle.
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A algebra Temperley-Lieb virtual e um trago de Markov

Seja R('; = Z[z] o anel de polindmios na variavel z com coeficientes inteiros.

Proposicao (Paris, 2021)

Sejam n > 3 e VTL, a algebra sobre Ré definida pela apresentagdo com geradores
Ei,...,En-1,v4,...,Vy—1 e relagoes

E2=2zE, v2=1, Evi=VviEi=E;, para 1<i<n-1,
EiEj = EiEi, vivj=vvi, ViEj=Ejv;, para |i—jl>1,
EiEEi = Ei, vivivi=vvivj, ViviEi = Eyviv;, para |i—j|=1.
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A algebra Temperley-Lieb virtual e um trago de Markov

A seguir, a figura ilustra os geradores em sua forma geométrica.

Figura: Geradores.
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A algebra Temperley-Lieb virtual e um trago de Markov

Seja E um flat virtual n-tangle. Conectando com um arco o ponto (0, /) com o ponto (1, i)
paratodo i€ {1,...,n} em um diagrama de E obtemos uma familia de curvas fechadas que
chamamos de fechamento do diagrama de E. Denotamos por t,(E) o nimero de curvas

fechadas nesta familia e definimos T//(E) = z!(E) = (~A2% — A=2)t(E)

A figura a seguir ilustra o fechamento do flat virtual tangle E do exemplo do flat virtual 3-
tangle apresentado anteriormente. Nesse caso, temos t,(E) = 1 e, portanto, T,',f(E) =Z=

—A2 - A2

Bl

)

Figura: Fechamento de um flat virtual tangle.
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A algebra Temperley-Lieb virtual e um trago de Markov

Teorema (Paris, 2021)

A sequéncia {T/" : VTL,(R") — R}, é uma funcéo de Markov.

Ideia da prova

Paracadan>2ecadaie{1,...,n— 1} definimos S; = —~A~21 — A=*E;. Temos que provar
que as seguintes igualdades valem:

Ti(xy) = Ti(y).

TH) =T (xSn) = T/ (x85") = T/l (xva),

para todo n > 1 e para todo x,y € VTLa(R").

A

Obs.: Ty, (E) = 2T}/ (E). T;'\; (EEn) = TH/(E). T, (Eva) = TH/(E).
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O invariante

O invariante

Teorema

Seja n > 1. Existe um homomorfismo p : R'[SG,] — VTL,(R') que envia o para v; e 7
para —A~2v; — A™*E; paratodo i€ {1,...,n—1}.
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O invariante

Ideia da prova

Agora, observe que

(-A72vi—- AT*E))(-A"%v - AT'E)
(-A2vi—AT'E))(-A"%vi - A'E)
= p(rTi)s

p(7it))

para |i—j| > 1.
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O invariante

Ideia da prova

Agora, observe que

p(tiT)) (-A72vi—- AT*E))(-A"%v - AT'E)
(-A2vi—AT'E))(-A"%vi - A'E)

= p(m),

para |i—j| > 1.

Para finalizar, vamos verificar que p(cjojt;) = p(tjojcoj). Com efeito,
v,-v,-(—A’zv,- - A’4E,-) = —A’zv,-v,-v,- - A’4v,-v,-E,-

= Ay - AT Evy = (A2 - AT vy,

p(Tjoio)),

p(oiojti)

parali—jl=1.
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O invariante

Tendo em vista os Teoremas anteriores gostariamos de construir um invariante de isotopia
para nds e enlagamentos.

Definigao

Seja w € SGj,. Definimos 0 mapa A no fecho w de w como segue:

A@) := T/ o p(w).
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O invariante

Teorema

O mapa A define um invariante de nés singulares.
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O invariante

Teorema

O mapa A define um invariante de nés singulares.

De acordo com o Teorema dos movimentos, basta provar que A preserva os movimentos (i),
(ii) e (iii). A partir do fato que T//(xy) = T/ (yx), segue-se que A respeita os movimentos
(i) e (ii). Agora, seja w € SGp, e, entdo, woj € SGp41. Assim,

A(@om) = T (p(won)) = T4 (Eva) = T (E).
Por outro lado,

A(woy") = T (p(wo ")) = T4 (Eva) = T/ (E).

O movimento (iii) do teorema dos movimentos esta agora verificado e a prova esta con-
cluida.

v
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O invariante

Sejam Ly, L_ e Ly diagramas de trés links singulares orientados, que sao idénticos, exceto
préximo de um cruzamento, onde séo os seguintes:

N Z
N £

Ly

Figura: Relagao skein.
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O invariante

Sejam Ly, L_ e Ly diagramas de trés links singulares orientados, que sao idénticos, exceto
préximo de um cruzamento, onde séo os seguintes:

AEATE

Figura: Relagao skein.

O invariante A satisfaz a seguinte relagao skein

~A2A(LL) - AT*A(LL) = A(Ly).

V.
Ideia da prova

Pelo teorema de Alexander para trangas singulares podemos assumir que L = EZE, [—
Bo1 e L = pr; para algum 8 € SGp.

T T = = <
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7o,

Figura: Exemplos de nés e enlagamentos singulares.

A(rfoq) = -A2-A?
A = ATZ4ABLAM 4
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