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Jogos Matemáticos em Topologia

Investigação de propriedades Topológicas e Conjunt́ısticas
através da análise das estratégias de jogos.

Definição

Um espaço topológico X é dito ser um espaço de Rothberger se,
para toda {Un : n < ω} faḿılia enumerável de coberturas abertas,
pode-se escolher Un ∈ Un para cada n ∈ ω tal que {Un : n < ω} é
cobertura aberta de X .

Definição

Um espaço topológico X é dito ser um espaço de Menger se,
para toda {Un : n < ω} faḿılia enumerável de coberturas abertas,
pode-se escolher Fn ⊆ Un finito para cada n ∈ ω tal que⋃
{Fn : n < ω} é uma cobertura aberta de X .
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{Fn : n < ω} é uma cobertura aberta de X .

Enathielle Thiala Souza de Andrade Orientador: Prof. Dr. Samuel Gomes da SilvaJogos em Teoria dos Conjuntos, em Topologia e em Relações Binárias
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Definição

G1(O,O)( “jogo de Rothberger”) é um jogo disputado por dois
jogadores: UM e DOIS . Em que o jogador UM na n-ésima rodada
joga um elemento Un ∈ O, e o jogador DOIS responde escolhendo
um elemento Un ∈ Un. O jogo

〈U0,U0,U1,U1, ...,Un,Un, ...〉

é vencido por DOIS se {Un : n ∈ ω} for um elemento de O; do
contrário, UM vence.
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Definição

Gfin(O,O) ( “jogo de Menger”) é um jogo disputado por dois
jogadores: UM e DOIS . Em que o jogador UM na n-ésima rodada
joga um elemento Un ∈ O, e o jogador DOIS responde escolhendo
um subconjunto finito Fn ⊆ Un . O jogo

〈U0,F0,U1,F1, ...,Un,Fn, ...〉

é vencido por DOIS se a faḿılia
⋃
{Fn : n ∈ ω} pertence a O; do

contrário UM vence.
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Teorema

Um espaço topológico X é de Rothberger se, e somente se, UM
não possui estratégia vencedora em G1(OX ,OX )

Teorema

Um espaço topológico X é de Menger se, e somente se, UM não
possui estratégia vencedora em Gfin(OX ,OX )
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Definição

Uma relação é uma tripla P = (A,B,R) em que A 6= ∅ e
R ⊆ A× B é tal que

∀a ∈ A ∃b ∈ B[aRb]

Definição

Para P = (A,B,R) definimos o dominação de P,

Dom(P) = {Z ⊆ B : ∀a ∈ A ∃b ∈ Z [aRb]}
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Jogos Matemáticos em Relações Binárias
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Exemplos:

P = (X , τ,∈)

Dom(P) = {U ⊆ τ : ∀x ∈ X ∃U ∈ U [x ∈ U]}

Dom(P) = {U ⊆ τ : X =
⋃
U}

Dom(P) = OX

P = (τ \ {Ø},X ,3)

Dom(P) = {D ⊆ X : ∀U ∈ τ \ {Ø} ∃x ∈ D[U 3 x ]}

Dom(P) = {D ⊆ X : X = D̄}
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Definição

Sejam P = (A,B,R) e Q = (C ,D,T ) relações. O jogo G (P,Q) é
um jogo disputado por dois jogadores: UM e DOIS . Em que o
jogador UM na n-ésima rodada joga um elemento an ∈ A e o
jogador DOIS responde escolhendo bn ∈ B tal que anRbn. O jogo

a0, b0, a1, b1, ..., an, bn, ...

é vencido pelo jogador UM se {bn : n < ω} ∈ Dom(Q); caso
contrário, o jogador DOIS vence.

Exemplo

Tomando P = (X , τ,∈), Dom(P) = OX . O jogo G (P,P)
corresponde ao conhecido jogo do ponto-aberto Gp(X )

Enathielle Thiala Souza de Andrade Orientador: Prof. Dr. Samuel Gomes da SilvaJogos em Teoria dos Conjuntos, em Topologia e em Relações Binárias
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Jogos equivalentes e duais

Definição

Dizemos que dois jogos G e G ′ são equivalentes se

UM ↑ G ⇔ UM ↑ G ′

DOIS ↑ G ⇔ DOIS ↑ G ′

Definição

Dizemos que dois jogos G e G ′ são duais se

UM ↑ G ⇔ DOIS ↑ G ′

DOIS ↑ G ⇔ UM ↑ G ′
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Teorema

Para quaisquer P,Q relações, G (P,Q) e G1(dom(P), dom(Q)) são
jogos duais.

Demonstração:

UM ↑ G1 ⇒ DOIS ↑ G :
Seja ϕ : <ωB → dom(P) uma estratégia vencedora para UM
em G1. Definimos σ : <ωA \ {∅} → B estratégia para DOIS
em G da seguinte forma:

σ(〈a0〉) = b0, em que b0 ∈ ϕ(∅) e a0Rb0
σ(〈a0, ..., an〉) = bn, em que bn ∈ ϕ(〈b0, ..., bn−1〉) e anRbn.
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Jogos Matemáticos em Topologia
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Jogos Matemáticos em Relações Binárias
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Tabela: G (P,Q)

UM DOIS(σ)

Rodada 0 a0 σ(〈a0〉) = b0
Rodada 1 a1 σ(〈a0, a1〉) = b1
Rodada 2 a2 σ(〈a0, a1, a2〉) = b2

...
...

...

Tabela: G1(dom(P), dom(Q))

UM(ϕ) DOIS

Rod. 0 ϕ(∅) b0
Rod. 1 ϕ(〈b0〉) b1
Rod. 2 ϕ(〈b0, b1〉) b2

...
...

...
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Jogos Matemáticos em Topologia
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Jogos Matemáticos em Topologia
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Olhemos agora simultaneamente para as seguintes partidas:
Partida em G :

〈a0, σ(〈a0〉)︸ ︷︷ ︸
b0

, ..., an, ϕ(〈a0, ..., an〉)︸ ︷︷ ︸
bn

...〉

Partida em G1:

〈ϕ(∅), b0, ..., ϕ(〈b0, ...bn−1〉), bn, ...〉

Como a estratégia ϕ é vencedora para UM em
G1(dom(P), dom(Q)) temos que
{σ(〈a0, ..., an〉) : n < ω} /∈ dom(Q), e portanto a estratégia σ é
vencedora para DOIS em G (P,Q).
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DOIS ↑ G ⇒ UM ↑ G1

DOIS ↑ G1 ⇒ UM ↑ G :
Seja σ : <ωdom(P) \ {∅} → B uma estratégia vencedora para
DOIS em G1.
AFIRMAÇÃO: Para toda s ∈ <ωdom(P) existe

as ∈ A[{b ∈ B : asRb} ⊆ {σ(s_Z ) : Z ∈ dom(P)}]
Definimos ϕ : <ωτ → X estratégia para UM no G da seguinte
forma:

ϕ(∅) = a0 (fixado a partir do AFIRMAÇÃO)
ϕ(〈b0, ..., bn−1〉) = an (fixado a partir da AFIRMAÇÃO)
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Tabela: G (P,Q)

UM(ϕ) DOIS

Rodada 0 ϕ(∅) = a0 b0 = σ(Z0)
Rodada 1 ϕ(〈b0〉) = a〈Z0〉 b1 = σ(〈Z0〉_Z1)
Rodada 2 ϕ(〈b0, b1〉) = a〈Z0,Z1〉 b2 = σ(〈Z0,Z1〉_Z2)

...
...

...

Tabela: G1(dom(P), dom(Q))

UM DOIS(σ)

Rod. 0 Z0 σ(Z0)
Rod. 1 Z1 σ(Z0,Z1)
Rod. 2 Z2 σ(Z0,Z1,Z2)

...
...

...
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Jogos Matemáticos em Topologia
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Jogos Matemáticos em Teoria dos Conjuntos

Tabela: G (P,Q)

UM(ϕ) DOIS

Rodada 0 ϕ(∅) = a0 b0 = σ(Z0)
Rodada 1 ϕ(〈b0〉) = a〈Z0〉 b1 = σ(〈Z0〉_Z1)
Rodada 2 ϕ(〈b0, b1〉) = a〈Z0,Z1〉 b2 = σ(〈Z0,Z1〉_Z2)

...
...

...

Tabela: G1(dom(P), dom(Q))

UM DOIS(σ)

Rod. 0 Z0 σ(Z0)
Rod. 1 Z1 σ(Z0,Z1)
Rod. 2 Z2 σ(Z0,Z1,Z2)

...
...

...

Enathielle Thiala Souza de Andrade Orientador: Prof. Dr. Samuel Gomes da SilvaJogos em Teoria dos Conjuntos, em Topologia e em Relações Binárias



Jogos Matemáticos em Topologia
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Rodada 2 ϕ(〈b0, b1〉) = a〈Z0,Z1〉 b2 = σ(〈Z0,Z1〉_Z2)

...
...

...

Tabela: G1(dom(P), dom(Q))

UM DOIS(σ)

Rod. 0 Z0 σ(Z0)
Rod. 1 Z1 σ(Z0,Z1)
Rod. 2 Z2 σ(Z0,Z1,Z2)

...
...

...
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Olhemos agora simultaneamente para as seguintes partidas:
Partida em G (P,Q):

〈a∅, b0, a〈Z0〉, b1, ..., a〈Z0,...,Zn〉,Un+1, ...〉

Partida em G1(dom(P), dom(Q)):

〈Z0, σ(〈Z0〉)︸ ︷︷ ︸
b0

,Z1, σ(〈Z0,Z1〉)︸ ︷︷ ︸
b1

, ...,Zn, σ(〈Z0,Z1, ...,Zn〉)︸ ︷︷ ︸
bn

, ...〉

Como a estratégia σ é vencedora para DOIS em G1 temos que

{σ(〈Z0, ...,Zn〉) : n < ω} ∈ dom(Q),

o que significa que o jogador UM vence em G e portanto a
estratégia ϕ é vencedora.

UM ↑ G ⇒ DOIS ↑ G1

�
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Corolário

Tomando P = (X , τ,∈), dom(P) = OX . Os jogos Gp(X ) e
G1(OX ,OX ) são duais.
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Definição

Sejam X espaço topológico e x ∈ X . O jogo Gx é um jogo
disputado por dois jogadores: UM e DOIS . Em que o jogador UM
na n-ésima rodada joga um aberto Un tal que x ∈ Un e o jogador
DOIS responde escolhendo xn ∈ Un. O jogo

U0, x0,U1, x1, ...,Un, xn, ...

é vencido pelo jogador UM se 〈xn : n < ω〉 converge para x ; caso
contrário, o jogador DOIS vence.

Definição

Dizemos que x é um W -ponto se UM ↑ Gx e que x é um
w-ponto se DOIS 6↑ Gx .
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Definição

Seja F ⊆ P(X ) filtro. O jogo GF é um jogo disputado por dois
jogadores: UM e DOIS . Em que o jogador UM na n-ésima rodada
joga Fn ∈ F e o jogador DOIS responde escolhendo xn ∈ Fn. O
jogo

F0, x0,F1, x1, ...,Fn, xn, ...

é vencido pelo jogador UM se F ⊆ {xn : n < m}↑; caso contrário,
o jogador DOIS vence.

Definição

Dizemos que F é um W -filtro se UM ↑ GF e que F é um w-filtro
se DOIS 6↑ GF .
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Jogos Matemáticos em Relações Binárias
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Fato

x é W -ponto ⇔ Vx é um W -filtro.

x é w -ponto ⇔ Vx é um w -filtro.

Se F possui base enumerável então UM ↑ GF .

Se todos os filtros de um espaço são W -filtros, ou w -filtros, o
que podemos dizer sobre o comportamento desses filtros na
extensão de Katetov ?
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Obrigada pela atenção!
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