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Um sup-reticulado L é um reticulado completo na categoria em que os
morfismos sdo fungbes que preservam supremos arbitrarios (ou,
equivalentemente, fungées residuadas). Se S C L, o sup sobre S é

denotado por \/ soul/S.
ses



Um sup-reticulado L é um reticulado completo na categoria em que os
morfismos sdo fungbes que preservam supremos arbitrarios (ou,
equivalentemente, fungées residuadas). Se S C L, o sup sobre S é
denotado por \/ soulS.

seS

Um quantale é uma estrutura (Q,\/, ) tal que
@ (Q,V) é um sup-reticulado,
@ (Q,-) é um semigrupo,
@ a-\VB=\(a-b) e (VB)-a= \/ (b-a) paratodoacQ,
beB beB
B C Q.
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Um sup-reticulado L é um reticulado completo na categoria em que os
morfismos sdo fungbes que preservam supremos arbitrarios (ou,
equivalentemente, fungées residuadas). Se S C L, o sup sobre S é
denotado por \/ soulS.

seS

Um quantale é uma estrutura (Q,\/, ) tal que
@ (Q,V) é um sup-reticulado,
@ (Q,-) é um semigrupo,
@ a-\VB=\(a-b) e (VB)-a= \/ (b-a) paratodoacQ,
beB beB
B C Q.

Um quantale Q é comutativo se a operacdo de multiplicacdo o for. Q ¢é
dito ser com unidade se existe 1 € Q tal que (Q,-,1) é um mondide. Um
quantale com unidade é chamado integral se 1 = T.

- —
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Q-mddulos

Seja Q@ um quantale. Um Q-mddulo (3 esquerda) é um sup-reticulado
(M,\/) sujeito a uma operagdo bindria externa, ou multiplicacdo escalar,
x:(a,x) € @ x M+— axx e M, tal que
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Q-mddulos

Seja Q@ um quantale. Um Q-mddulo (3 esquerda) é um sup-reticulado
(M,\/) sujeito a uma operagdo bindria externa, ou multiplicacdo escalar,
x:(a,x) € @ x M+—— axx e M, tal que
Q (a-b)xx=ax(bxx), paratodoa,be Q ex e M;
@ x € residuada em ambos os argumentos ou, equivalentemente,
distribui sobre supremos arbitrarios em @ e em M:

(a) (\/A)*x:\/a*x, paratodo AC Qexe M, e
acA
(b) a*\/X:\/a*x,paratodanQeXgl\/l.
xeX
© 1lxx=x, paratodox e M.
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Q@-mddulos

E := End(qM) é um quantale e M é um Q-E-bimddulo.
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Q-mddulos

E := End(qM) é um quantale e M é um Q-E-bimddulo.

Denotamos N = M* := g M(gM, @Q) para o dual E-Q-bimddulo
N = M* do Q-E-bimddulo M, onde a estrutura de E-Q-bimddulo em N é
definida pela regra

m(hfq) = ((mh)f)q
parame M, he E,fe NeqgeQ.



Objetos projetivos

Um objeto C é chamado projetivo se para qualquer morfismo f : C — B
e qualquer morfismo quociente e : A — B existe um morfismo
h: C — A estendendo f, i.e. tal que o seguinte diagrama comute:
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Objetos projetivos

Sejam Q um quantale e S um conjunto. O Q-mddulo livre sobre S é
Q° = {f|f:S5— Q é uma fungdo} com operacdes definidas
pontualmente:

aef:x€ S+ a-f(x)€Q, paratodoac Qef € Q>

\/F:XESH \/f(x)EQ,paratodoFng.
feF
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Objetos projetivos

Sejam Q um quantale e S um conjunto. O Q-mddulo livre sobre S é
Q° = {f|f:S5— Q é uma fungdo} com operacdes definidas

pontualmente:
aef:x€ S+ a-f(x)€Q, paratodoac Qef € Q>

\/F:XESH \/f(x)EQ,paratodoFng.
feF

Um Q-médulo gM é projetivo se e somente se ele é isomorfo a imagem de
algum mddulo livre QX sob um endomorfismo idempotente. Em
particular, um Q-mddulo ciclico M é projetivo se e somente se ele é
isomorfo a Q - u para algum u € Q multiplicativamente idempotente.
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Objetos projetivos

As fungées (m, ) — mf e (f, m) — fm definem o (Q, Q)-homomorfismo
a: Mg M*— Q eo (E, E)-homomorfismo §: M* ®q M — E,
respectivamente.
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Objetos projetivos

As fungées (m, ) — mf e (f, m) — fm definem o (Q, Q)-homomorfismo
a: Mg M*— Q eo (E, E)-homomorfismo §: M* ®q M — E,
respectivamente.

Seja @M um Q-mddulo, e consideremos seu médulo dual
M* .= gM(M, Q) e o quantale E := End(gM). So equivalentes:

(a) M é projetivo;
(b) B é um isomorfismo;

(c) B é um homomorfismo sobrejetivo.
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© Gerador projetivo
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Um Q-méddulo M € dito ser um gerador para oM se o mddulo livre Q é
um retrato de M' para algum conjunto I.
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Um Q-méddulo M € dito ser um gerador para oM se o mddulo livre Q é
um retrato de M' para algum conjunto I. O Q-mddulo gM é dito ser um
progerador para a categoria QM se ele é um gerador projetivo.
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Um Q-méddulo M € dito ser um gerador para oM se o mddulo livre Q é
um retrato de M' para algum conjunto I. O Q-mddulo gM é dito ser um
progerador para a categoria QM se ele é um gerador projetivo.

Um Q-médulo gM é um progerador sse os homomorfismos
a: MM = Qepf: M*®qM — E sdo isomorfismos de bimddulo.
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Seja @M um progerador para g M. Ent3o:
(a) N = M* := qM(qM, @Q) = Mg(Mg, Eg) como E-Q-mddulo.
(b) M = e M(EN, gE) como um Q-E-mddulo.
(c) Q = End(Mg) = End(gN) como um quantale.
(d) M = Mo(Ng, Qg) como um Q-E-mdédulo.
(e) E = End(Ng) como um quantale.
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© Equivaléncia de Morita
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Dois quantales Q e R s3o ditos serem Morita equivalentes (e denotamos
por Q@ =~ R) sse existe uma equivaléncia da categoria de mddulos
(esquerdos) sobre Q, oM, e a categoria de mddulos (esquerdos) sobre R,
rM. Pode ser mostrado que as categorias de mddulos esquerdos g M e
rM sdo equivalentes se e somente se categorias de mddulos direitos Mg
e Mg sdo equivalentes.
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Seja F: Mg —— Mg : G uma equivaléncia de Morita entre Q e R,
i.e. Q@ ~ R. S3o vdlidos:

(a) Se 6 uma sobrejecdo em M, entdo F(0) é uma sobrejecdo em

Mp.

(b) Se M é um Q-mddulo direito finitamente gerado, entdo
F(M) € Mg é um R-mddulo direito finitamente gerado.

(c) Se M é um gerador para M, then F(M) é um gerador para Mg.
(d) Se P € Mg € projetivo, then F(P) € Mg € projetivo.



Seja F: Mg —— Mg : G uma equivaléncia de Morita entre Q e R,
ie. @~ R. S3o0 vilidos:
(a) Se 6 uma sobrejecdo em M, entdo F(0) é uma sobrejecdo em
Mk.
(b) Se M é um Q-mddulo direito finitamente gerado, entdo
F(M) € Mg é um R-mddulo direito finitamente gerado.
(c) Se M é um gerador para M, then F(M) é um gerador para Mg.
(d) Se P € Mg € projetivo, then F(P) € Mg € projetivo.

Uma equivaléncia de Morita entre dois quantales preserva geradores
projetivos e geradores projetivos finitamente gerados.

— = - - = S AReNa
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QP . .
Vamos denotar por @ = R quando tivermos Q e R quantales tais que
existe um progerador oP para gM tal que os quantales R e End(qP) sdo
isomorfos.
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P

Vamos denotar por Q SR quando tivermos Q e R quantales tais que
existe um progerador oP para gM tal que os quantales R e End(qP) sdo
isomorfos.

P G
Se Q “ReR™ S, entdo existe um progerador esquerdo o(P ®g G) para

QM tal que os quantales S e End(g(P ®r G)) sdo isomorfos
P®rG
(Q olPEre) S), e 0s S-Q-bimédulos (P ®g G)* e (G* ®g P*) so

- ~ N - Ve ~
isomorfos. A relagao Q ~ R na categoria de quantales é uma relagao
de equivaléncia.
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Dados os quantales Q e R, as seguintes sdo equivalentes:

(a) Q e R sdo Morita equivalentes;
G
(b) Q Py R, com G finitamente gerado;

©) Q¥R
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@ Perspectiva
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@ Uma acdo de um mondide M sobre um conjunto S é uma funcdo
f:MxS— S, onde f(1,x) =x e f(a,f(b,x)) = f(ab,x),
Va,be M, Vx € S.
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@ Uma acdo de um mondide M sobre um conjunto S é uma funcdo
f:MxS—S,onde f(1,x) = x e f(a, f(b,x)) = f(ab, x),
Ya,be M, Vx € S.
o (Z(M),U,e,{1}) é um quantale e o sup-reticulado (Z(S),U) é um
Z(M)-médulo.

. o



@ Uma acdo de um mondide M sobre um conjunto S é uma funcdo
f:MxS—S,onde f(1,x) = x e f(a, f(b,x)) = f(ab, x),
Ya,be M, Vx € S.
o (Z(M),U,e,{1}) é um quantale e o sup-reticulado (Z(S),U) é um
Z(M)-médulo.

Dada uma linguagem £, Z(Fm;), Z(Eq,) e #(Seq,) sdo mbdulos
esquerdos sobre o quantale Z(X.) = (#(Xr),U, 0,2, {id}).
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@ Uma acdo de um mondide M sobre um conjunto S é uma funcdo
f:MxS—S,onde f(1,x) = x e f(a, f(b,x)) = f(ab, x),
Ya,be M, Vx € S.
o (Z(M),U,e,{1}) é um quantale e o sup-reticulado (Z(S),U) é um
Z(M)-médulo.

Dada uma linguagem £, Z(Fm;), Z(Eq,) e #(Seq,) sdo mbdulos
esquerdos sobre o quantale Z(X.) = (#(Xr),U, 0,2, {id}).

Z(Fmg), Z(Eq,) e Z(Seq,) sdo P (X )-mddulos projetivos.
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o (Z(Xr),U,o,{id}) é um quantale;

o (Z(Fm),U) é um P(X)-médulo esquerdo, com a agdo

(L,9)—X-d={o(p)|ceX,pecd}

@ Thy = (Th-, v o V,7y-(L)) é um sup-reticulado e, se - é estrutural,
entdo Th é um (X )-médulo (um quociente de Z?(Fm)).
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