Ponte Suspensa com Amortecimento
Interno

Leandro C. Aradjo

Orientador: Carlos Raposo
Co-orientador: Joilson Ribeiro
Colaborador: Artur Cunha

Universidade Federal da Bahia

Instituto de Matematica e Estatistica

Novembro / 2023

P




Introducao

Vigas sao estruturas quase onipresentes na construgao civil, de
modo que torna-se fundamental o emprego de modelos mate-
maticos para a andlise do comportamento de tais estruturas. A
primeira teoria, a teoria classica de vigas, é proposta por Daniel
Bernoulli e Eule no século 18, como continuidade de estudos
realizados por Jakob Bernoulli. Devido a sua praticidade de
aplicagéo, esse modelo ainda é amplamente utilizado, porém
possui limitacées por ndo considerar efeitos de cisalhamento.




No inicio do século 20, mais precisamente entre 1911 e 1912,
Stephen Timoshenko e Paul Ehrenfest deduziram um modelo de
viga que leva em consideracdo o angulo de rotagédo e o efeito
de cisalhamento, o qual foi publicado em 1921, (Timoshenko,
1921). Usaremos a teoria unidimensional de Timoshenko para
estudar o comportamento de uma ponte pénsil.




Figura 1: Ponte formada por arvore caida
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Figura 2: Pontes suspensas concluidas

Ponte 4 Vio principal (m) & Localizagdo i Pais 3
Ponte Canakkale 1915 2023 m Dardanelos Turquia
Ponte Akashi-Kaikyo 1991 Kobe e Japdo
Ponte Xihoumen 1650 Zhoushan Bl China
Ponte Great Belt 1624 Korser 2 Dinamarca
Ponte Osman Gazi 1550 Gebze - Altinova Turquia

Foto: Wikipédia/Adaptada
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Considerando a extensdo do vao, as pontes suspensas sao
maiores do que qualquer outro tipo de ponte.
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Consideraremos que o deque tem largura e espessura de di-
mensodes despreziveis quando comparadas ao comprimento (vao)
da ponte, sendo modelada pela teoria unidimensional de Ti-
moshenko como uma viga de comprimento L, veja Timoshenko
(1921). Como em Mukiawa, Enyi e Messaoudi (2023), vamos
denotar por ¢ = ¢(x,t) o deslocamento da segéo transversal
no ponto x € (0,L), por ¢» = (x,t) o angulo de rotagédo da
secdo transversal e os cabos suspensos serdo considerados
molas elasticas lineares com rigidez padrdo A\ > 0.




A constante a > 0 é o modulo de elasticidade da corda (segu-
rando o cabo principal ao deque). Os coeficientes positivos p1
e p2 sao as densidades de massa e momento de massa iner-
cia da viga, respectivamente. Mais ainda, b representa o coe-
ficiente de rigidez da secao transversal, e k representa 0 mo-
dulo de cisalhamento da elasticidade. Finalmente, a constante
v1,72,7v3 > 0 sd0 os coeficientes da forgca de amortecimento.




Obtemos entdo o seguinte sistema, para o qual mostraremos a
existéncia e unicidade de solucdes e a analiticidade.

Uﬁ—aUxx—A(QO—U)—i—"}qUt:O, (1)
pretw — K(ox +¥)x + My — U) + 201 =0, (2)
P2ttt — bibxx + k(‘PX + w) +v31¢ = 0. (3)




Considerando U = (u, v, o, w,,z)7, onde us = v, = w e
Yy = z, podemos reescrever o sistema (1)-(3) como,
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Ur = ﬁ,ﬁ = E[k(@x+¢)x—)\(9@_u)_’72w] = AU.
Pt z
Zt 1
o2 [b1/1xx — k(ox +1) — ’732]




Assim, o sistema (1)-(3) torna-se um problema de evolucéo de
Cauchy de primeira ordem,

Ui — AU =0,
{ U(0) = U, @

onde
A: DA CH—H

€ um operador linear ilimitado no espago

H = [H}(0, L) x L3(0, )]

com dominio D(A) = [H}(0, L) N H?(0, L) x H}(0, L)]3, o qual é
denso em H.




Em H definimos o seguinte produti interno,
(U, Uy —/ vvdx+a/ uxuxdx+p1/ Wwdx+p2/ zzdx+b/ wxwx
0 0 0

+>\/ G- E)dx+k/o(sox+w)@+&)dx.

Com (-, -}, H é um espago de Hilbert e temos || U3, = (U, U)»

&




Para a existéncia de solugdo usaremos o Teorema de Lummer-
Phillips (Pazy, 1983). Como D(.A) é denso em H, para que A
seja o gerador de S(t) = e!, um Cy-semigrupo de contragdes
em H, precisamos dos seguintes lemas.




Lema 1
O operador A é dissipativo.

Demonstracao.
Seja U = (u, v, p,w, 1), z)T € D(A), entao

Re(AU, Uy = —1 / Iv[2ax— »yz/ wPdx— 73/ zlPdx < 0.
[
Lema 2
0 € p(A).
Demonstracao.
Lemma 3 de Raposo, Correia, Ribeiro e Cunha (2023). O
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Teorema 3 (Existéncia e Unicidade)

Seja Uy € H, entdo existe uma unica solugdo fraca U do
problema (4) satisfazendo

U e C°([0, +o0); H). (5)
Mais ainda, se Uy € D(.A), entdo

U e C°(]0, +o0); D(A)) N C'([0, +00); H). (6)

Demonstracao.

Segue da teoria de semigrupos, veja Pazy (1983), p. 100, que
U(t) = e Uy é a Unica solugéo de (4) satisfazendo (5) e

(6). O




Teorema 4
Seja S(t) = e um Cy-semigrupo de contracées no espago de
Hilbert H. Suponha que
IR C p(A), o conjunto resolvente de A.
Entdo, S(t) € analitico se, e s0 se,

i igl— A)~! < o0.
Wl[}“@”ﬂ(ﬁ ) e < o0

Demonstracao.
Veja Liu e Zheng (2011), theorem 1.3.3, p. 5. O




Para mostrar a analiticidade do semigrupo associado provamos
que iR C p(.A), vide Lemma 4, p. 10 - 12, de Raposo, Correia,
Ribeiro e Cunha (2023), e que

|5||E>o 1881 — A) | 230y < 00, (7)

Ideia da Demonstracao

Caso nao seja verdadeiro, entao existem 5”7 — oo, 57 > 0, e
uma sequéncia de vetores complexos

U™ = (u", v, " wh " zMT e D(A), |U"||» = 1 tais que

(53

Entretanto, chegamos a concluséo de que ||U"||3 — 0.

&

— 0, n— co. (8)
H




Teorema 5
O semigrupo S(t) = el t >0, gerado por A é analitico.

Corolario 1
O Cy-semigrupo de contragées S(t) = e, t > 0, gerado por A
€ exponencialmente estavel.
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