
Introdução aos processos pontuais

Renato S. dos Santos - UFMG

VIII Encontro da Pós-graduação em Matemática da UFBA
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O processo de Poisson



O que é um processo pontual?

Um processo pontual é uma coleção aleatória de pontos

em um determinado espaço.

Exemplos:

▶ tempos de ińıcio de chamadas em uma central telefônica;

▶ estrelas em uma região do universo;

▶ tempos e locais de ocorrência de relâmpagos;

▶ localização das passas dentro de um panetone.



Aglomerado NGC 2547. Fonte: ESO (European Southern Observatory)



Aglomerado NGC 104. Fonte: ESO (European Southern Observatory)



Espaços de probabilidade

Um espaço de probabilidade é uma tripla (Ω,F ,P) onde

▶ Ω é um conjunto não vazio (espaço amostral);

▶ F é uma σ-álgebra de subconjuntos de Ω (eventos);

▶ P é uma medida de probabilidade definida sobre F .

Exemplo: ([0, 1],B, µ) onde B é a coleção dos subconjuntos
Borelianos de [0, 1] e µ é a medida de Lebesgue em [0, 1].



Axiomas de Kolmogorov

Uma probabilidade é uma função P : F → R
com as seguintes propriedades:

A1. P(A) ≥ 0 para todo evento A;

A2. P(Ω) = 1;

A3. Se (An)n∈N são eventos dois a dois disjuntos, então

P

(
∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P(An).



Variáveis aleatórias

Uma variável aleatória é uma função X : Ω → R mensurável
com respeito a F , i.e., tal que

{X ≤ t} := {ω ∈ Ω: X (ω) ≤ t} ∈ F para todo t ∈ R.

Exemplos:

1. Função indicadora: X = 1A onde A é um evento e

1A(ω) =

{
1 se ω ∈ A,

0 se ω /∈ A.

2. Constantes: X (ω) = c ∈ R para todo ω ∈ Ω.

3. Combinações: soma, produto, etc...



Processos estocásticos

Um processo estocástico (real) em (Ω,F ,P) é uma coleção

(Xi)i∈I onde

▶ I é um conjunto arbitrário de ı́ndices;

▶ para cada i ∈ I, Xi é variável aleatória.

Exemplos:

▶ I = N0 := {0} ∪ N onde N := {1, 2, . . .};
▶ I = [0,∞);

▶ I = Zd ;

▶ I = Rd .



Independência

Variáveis aleatórias Xn, n ∈ N são ditas independentes se,
para todo k ∈ N e x1, . . . , xk ∈ R,

P(X1 ≤ x1, . . . ,Xk ≤ xk) = P(X1 ≤ x1) · · ·P(Xk ≤ xk).

Dizemos que Xn, n ∈ N são IID se forem independentes e
igualmente distribúıdas, ou seja,

P(Xn ≤ x) = P(X1 ≤ x) para todo n ∈ N e x ∈ R.



Esperança

Se X é variável aleatória em (Ω,F ,P),

E [X ] :=

∫
XdP .

Obs.:

▶ sempre bem definida se X ≥ 0;

▶ se E [|X |] < ∞, E [X ] está bem definida.



Esperança: casos particulares

▶ Caso discreto: P(X ∈ S) = 1, S ⊂ R enumerável.

E [X ] =
∑
x∈S

x P(X = x).

▶ Caso cont́ınuo: P(X ≤ t) =
∫ t

−∞ ρ(x) dx

Caso cont́ınuo: (onde ρ ≥ 0 e
∫∞
−∞ ρ(x) dx = 1).

E [X ] =

∫ ∞

−∞
x ρ(x) dx



Esperança e independência

Se X ,Y são variáveis independentes, então

E [F (X ,Y )] = E [G (X )] onde G (x) = E [F (x ,Y )]

para toda F : R2 → R mensurável limitada.

Em particular,

E [f (X )g(Y )] = E [f (X )]E [g(Y )]

para todas f , g mensuráveis limitadas.



Função caracteŕıstica

Se X é variável aleatória, a função

t 7→ E [eitX ], t ∈ R

caracteriza completamente a distribuição de X .

Em outras palavras, duas variáveis aleatórias têm a mesma
função caracteŕıstica se e somente se elas têm a mesma
distribuição.



Exemplo: Bernoulli

X tem distribuição Ber(p), p ∈ [0, 1], se

P(X = 1) = p e P(X = 0) = 1− p.

Propriedades:

▶ E [X ] = p;

▶ Var(X ) := E [(X−E [X ])2] = E [X 2]−(E [X ])2 = p(1−p);

▶ E [eitX ] = 1 + (eit − 1)p.



Exemplo: exponencial

X tem distribuição Exp(λ), λ > 0, se

P(X > t) = e−λt para todo t ≥ 0.

Propriedades:

▶ Densidade: φ(x) = λe−λx1[0,∞)(x);

▶ E [X ] = 1/λ;

▶ Var(X ) = 1/λ2;

▶ E [eitX ] = λ
λ+it .



Exemplo: Poisson

X tem distribuição Poisson(λ), λ > 0, se

P(X = k) =
λk

k!
e−λ para todo k ∈ N0 := {0, 1, 2, . . .}.

Propriedades:

▶ E [X ] = λ;

▶ Var(X ) = λ;

▶ E [eitX ] = eλ(e
it−1).



Propriedades

1) Perda de memória da distribuição exponencial:
Se X tem distribuição Exp(λ) então, para t, s > 0,

P (X > t + s |X > t) = P(X > s).

2) Aditividade da distribuição de Poisson:
Se X ,Y são variáveis aleatórias independentes com
distribuição Poisson(λ) e Poisson(γ) respectivamente, então
X + Y tem distribuição Poisson(λ+ γ).

2) Desbastamento (“thinning”) da distribuição de Poisson:
Se X ,B1,B2, . . . são variáveis aleatórias independentes, X tem
distribuição Poisson(λ) e Bj tem distribuição Ber(p) para todo

j , então Z =
∑X

k=0 Bj tem distribuição Poisson(pλ) e é
independente de X − Z .



Um sargento preguiçoso

O Tenente Boavista está encarregado de vigiar

o Sargento Pimenta, que frequentemente

dorme durante sua viǵılia.

Para isso, Boavista tem que decidir

os momentos t1, t2, . . . ∈ R que ele irá

verificar se Pimenta está cochilando.

(retirado das “Notas de aula de Probabilidade”, de Augusto Teixeira.)



Definição do processo de Poisson

Sejam (Xn)n≥1 v.a. independentes com distribuição Exp(λ).

Definimos

Tn := X1 + X2 + · · ·Xn, n ∈ N

e, para t ≥ 0,

Nt := max{n ∈ N : Tn ≤ t}.

(Nt)t≥0 é um processo de Poisson com intensidade λ.



Propriedades

Proposição. Seja Nt um processo de Poisson com intensidade
λ > 0. Então N0 = 0, t 7→ Nt é càdlàg e, para todo t > 0,

1. Nt tem distribuição Poisson(λt);

2. (Nt+s − Nt)s≥0 é independente de Nt e tem a mesma
distribuição de (Ns)s≥0.



Prova: primeiro item

Observação chave:

Nt ≤ k ⇔ Tk ≤ t

ou
Nt = k ⇔ Tk ≤ t < Tk + Xk+1.

Além disso, Tk tem densidade

λkxk−1

(k − 1)!
e−λx1(0,∞)(x),

ou seja, tem distribuição Gama(k , λ).

(prova do primeiro item no quadro)
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Prova: segundo item

Fixo t > 0, defina

X̂1 = TNt+1 − t e X̂k = XNt+k , k ≥ 2.

Basta mostrar que
(Nt , X̂1, X̂2, . . .)

são independentes e X̂j tem distribuição Exp(λ).

(explicação e prova no quadro)
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Processo de Poisson como coleção de pontos

Defina

P := {t > 0: Nt > Nt−} = {T1,T2, . . .}

e, para um subconjunto A ⊂ (0,∞),

N(A) := #P ∩ A.

Teorema. Sejam A,B subconjuntos Borelianos de (0,∞).

1. N(A) tem distribuição Poisson(λ|A|)
onde |A| é a medida de Lebesgue de A;

2. se A ∩ B = ∅ então N(A),N(B) são independentes.



Processo pontual de Poisson em Rd

Definição. Um processo pontual de Poisson em Rd com
intensidade λ ∈ (0,∞) (PPP(λ)) é um processo estocástico

N(A), A ⊂ Rd Boreliano,

tal que, dados Borelianos disjuntos A1, . . . ,Ak ⊂ Rd ,

1. N(Aj) tem distribuição Poisson(λ|Aj |), 1 ≤ j ≤ k;

2. N(A1), . . . ,N(Ak) são independentes.

Se |A| = +∞ interpretamos N(A) = +∞ quase-certamente.



PPP, caso homogêneo

Código: Paul Keeler



PPP, caso não-homogêneo

Código: Paul Keeler



PPP + intensidade


