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O processo de Poisson



O que é um processo pontual?

Um processo pontual é uma colecao aleatdria de pontos

em um determinado espaco.

Exemplos:

» tempos de inicio de chamadas em uma central telefénica;
» estrelas em uma regido do universo;
» tempos e locais de ocorréncia de relampagos;

» localizagao das passas dentro de um panetone.



Aglomerado NGC 2547. Fonte: ESO (European Southern Observatory)
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Espacos de probabilidade

Um espacgo de probabilidade é uma tripla (Q2, F, P) onde

» Q é um conjunto n3o vazio (espago amostral);
» F é uma o-algebra de subconjuntos de Q (eventos);

» P é uma medida de probabilidade definida sobre F.

Exemplo: ([0,1], 5, 1) onde B é a cole¢do dos subconjuntos
Borelianos de [0,1] e p é a medida de Lebesgue em [0, 1].



Axiomas de Kolmogorov

Uma probabilidade é uma fungdo P: F — R
com as seguintes propriedades:

Al. P(A) > 0 para todo evento A;
A2. P(Q) =1,

A3. Se (Ap)nen sdo eventos dois a dois disjuntos, entdo

P (G A,,) = f: P(A,).
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Varidveis aleatdrias

Uma variavel aleatéria é uma fungdo X : Q — R mensuravel
com respeito a F, i.e., tal que

{X <t} ={weQ: X(w)<t}eF paratodoteR.

Exemplos:

1. Funcdo indicadora: X = 1, onde A é um evento e

1 seweA
1 = ’
aw) {0 se w ¢ A.

2. Constantes: X(w) = ¢ € R para todo w € Q.

3. Combinagdes: soma, produto, etc...



Processos estocasticos

Um processo estocastico (real) em (2, F, P) é uma colegdo
(Xi)iez onde

» 7 é um conjunto arbitrario de indices;

» para cada i € Z, X; é variavel aleatéria.

Exemplos:

» | =Np:={0}UNonde N:={1,2,...};

> [ =[0,00);
> | =79
> | =R,



Independéncia

Variaveis aleatérias X, n € N sdo ditas independentes se,
para todo k € N e xq,...,x € R,

P(X1 S X1y 7Xk S Xk) = P(Xl S Xl) cee P(Xk S Xk).
Dizemos que X, n € N sdo IID se forem independentes e
igualmente distribuidas, ou seja,

P(X, < x)=P(Xy <x) paratodoneNexecR.



Esperanca

Se X é varidvel aleatéria em (Q, F, P),
E[X] = / XdP.

Obs.:

» sempre bem definida se X > 0;
» se E[|X]|] < oo, E[X] estd bem definida.



Esperanca: casos particulares
» Caso discreto: P(X € §) =1, S C R enumeravel.

EX] =) xP(X =x).

xXeS

» Caso continuo: P(X <t)= ffoo p(x) dx
(onde p>0e [7 p(x)dx =1).

E[X] = /oo % plx) dx

—00



Esperanca e independéncia

Se X, Y sdo variaveis independentes, entdo
E[F(X,Y)] = E[G(X)] onde G(x)= E[F(x,Y)]

para toda F : R? — R mensuravel limitada.

Em particular,
Eff(X)g(Y)] = E[f(X)] E[g(Y)]

para todas f, g mensuraveis limitadas.



Funcdo caracteristica

Se X é variavel aleatdria, a funcao
ts E[e™], teR
caracteriza completamente a distribuicao de X.
Em outras palavras, duas variaveis aleatérias tém a mesma

funcdo caracteristica se e somente se elas tém a mesma
distribuicao.



Exemplo: Bernoulli

X tem distribuicdo Ber(p), p € [0,1], se

Propriedades:
> E[X]=p;
> Var(X) := E[(X—E[X])?] = E[X?]—-(E[X])*> = p(1—p);

> E[e™] =1+ (et —1)p.



Exemplo: exponencial

X tem distribuicdo Exp(A), A > 0, se

P(X >t)=e*  paratodo t > 0.

Propriedades:
» Densidade: ¢(x) = )\e_/\xl[o,oo)(x);
> EX]=1/\
> Var(X) = 1/)?;

> E[eitx] = Aiit'




Exemplo: Poisson

X tem distribuicdo Poisson(A), A > 0, se

)\k

P(X = k)= Fe_’\ para todo k € Ny :={0,1,2,...}.
Propriedades:
> E[X] =\
> Var(X) = A

> E[eitX] — Mef-1)



Propriedades

1) Perda de memdria da distribuigdo exponencial:
Se X tem distribui¢cdo Exp()\) entdo, para t,s > 0,

P(X>t+s|X>t)=P(X>s).

2) Aditividade da distribuicdo de Poisson:

Se X, Y sdo variaveis aleatérias independentes com
distribuicdo Poisson(\) e Poisson(+y) respectivamente, entdo
X + Y tem distribuicdo Poisson(\ + 7).

2) Desbastamento ( “thinning”) da distribuicdo de Poisson:
Se X, By, B, ... sdo varidveis aleatérias independentes, X tem
distribuicdo Poisson(\) e B; tem distribui¢do Ber(p) para todo
j, entdo Z = S°%_, B; tem distribuicdo Poisson(p)) e é
independente de X — Z.



Um sargento preguicoso

O Tenente Boavista esta encarregado de vigiar
o Sargento Pimenta, que frequentemente
dorme durante sua vigilia.

Para isso, Boavista tem que decidir

0s momentos t;, tr,... € R que ele ird gl S s

verificar se Pimenta estd cochilando.

(retirado das “Notas de aula de Probabilidade”, de Augusto Teixeira.)



Definicao do processo de Poisson

Sejam (X,)n>1 v.a. independentes com distribuicdo Exp(\).

Definimos
TnZ:X1+X2+"'Xn7 neN
e, parat >0,

N :=max{n e N: T, <t}

(Nt)t>0 € um processo de Poisson com intensidade \.



Propriedades

Proposicao. Seja N; um processo de Poisson com intensidade
A > 0. Entdo Ny =0, t — N, é cadlag e, para todo t > 0,

1. N; tem distribui¢do Poisson(\t);

2. (Nexs — Ni)s>o € independente de N; e tem a mesma
distribuicdo de (Ns)s>o.



Prova: primeiro item

Observacao chave:

ou
Ne=k & Te<t< T+ Xepr

Além disso, T, tem densidade

Akafl

—AX
k—1)1° 1000 (¥);

ou seja, tem distribuicdo Gama(k, \).



Prova: primeiro item

Observacao chave:

ou
Ni=k & T<t<Te+ Xiaa.
Além disso, T, tem densidade

/\ka,1
(k—1)!

e 1 (0,00) (%),
ou seja, tem distribuicdo Gama(k, \).

(prova do primeiro item no quadro)



Prova: segundo item

Fixo t > 0, defina

21 = TNt+1 —t e Xk = XNtJrk’ k > 2.

Basta mostrar que R
(Ng, X1, X, .. .)

sao independentes e )?J tem distribuicdo Exp(\).



Prova: segundo item

Fixo t > 0, defina

21 = TNt+1 —t e Xk = XNtJrk’ k > 2.

Basta mostrar que R
(Ng, X1, X, .. .)

sao independentes e )?J tem distribuicdo Exp(\).

(explicagdo e prova no quadro)



Processo de Poisson como colecao de pontos
Defina
P = {t> 0: N; > Nt,} = {Tl, TQ,...}
e, para um subconjunto A C (0, c0),

N(A) := #P N A.

Teorema. Sejam A, B subconjuntos Borelianos de (0, 00).

1. N(A) tem distribui¢do Poisson(\|A|)
onde |A| é a medida de Lebesgue de A;

2. se AN B = () entdo N(A), N(B) sdo independentes.



Processo pontual de Poisson em R¢

Definicdo. Um processo pontual de Poisson em RY com
intensidade A € (0, 00) (PPP())) é um processo estocdstico

N(A), A C RY Boreliano,
tal que, dados Borelianos disjuntos Ay, ..., A, C RY,
1. N(A)) tem distribuicdo Poisson(A|A)|), 1 < j < k;

2. N(A1),...,N(Ak) sdo independentes.

Se |A| = 400 interpretamos N(A) = +o00 quase-certamente.



PPP, caso homogéneo
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PPP, caso nio-homogéneo
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PPP 4 intensidade
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