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Seja K um anel comutativo com unidade. Um feixe de K-mddulos sobre um

espaco topoldgico (regular) X é um conjunto F junto com uma fung¢do p
(projecdo) de F em X satisfazendo

@ Para cada ponto x € X, p_1(x) = Fx é um K-mddulo.

©Q F é um espaco topoldgico saifazendo as seguintes condicoes:

© As leis de composi¢cao de F (n3o introduzida) definida pela estrutura de
K-mddulos de F, s3ao continuas.

@ p € um homeomorfismo local.
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Pré-feixes

Pré-feixe: Seja X um espago topoldgico (ndo necessariamente separavel). Um
pre-feixe de conjuntos sobre X coniste de um conjunto F(U) para cada aberto U
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feixe de conjuntos (grupos, anéis e R-mdédulos).
1 — |

@ Seja X um espaco topoldgico. Para cada aberto U C X, os conjuntos

Ox(U) :={f : U — R| f é continua}

define um feixe de aneis Ox : (X) — Rings.
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Exemplos

@ Considerando X = R", os conjuntos C*°(U) de fung¢des reais C* forma um
feixe de conjuntos (grupos, anéis e R-mddulos).
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@ Seja X um espaco topoldgico. Para cada aberto U C X, os conjuntos

Ox(U) :={f : U — R| f é continua}

define um feixe de aneis Ox : (X) — Rings.
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© Considere um fibrado vetorial m : E — X. Para cada aberto U C X o
conjunto

F(U)={oc:U— E| moo = Ildy}
define um feixe de Ox-médulos F : Open(X) — Ox-Mod
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Uma categoria C consiste de:

@ Uma classe C cujos elementos sao chamados de Objetos da categoria.

@ Para quaisquer para de objetos a, b um conjunto denotado por C(a, b) cujos
elementos sao chamados de morfismos de a em b.

© Dados a, b, ¢ objetos, uma lei de composicao

o:iC(a;b) % C(b;¢) —+LC(a;¢)

Onde denotamos a composi¢ao do par (f, g) por go f.

© Para cada objeto a, existe um elemento 1, € C(a, a) chamado de identidade
N —

Satisfazendo os seguintes axiomas:
@ Associatividade: Dados f € C(a,b), g € C(b,c) e h € C(c,d), temos

ho(gof)=(hog)of
@ Identidade: Dados f € C(a, b), g € C(b, c), temos

1b0f=f e gO].b:g

———— -




Funtor

Um funtor contravariante entre as categorias C e D consiste de:
©@ Uma aplicacao entre as classes de objetos.

Fo:C—)D

@ Para qualquer par de objetos a, b de C, uma aplicacao

F1 : C(a, b) — C(Fo(b), Fo(a))
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@ Para qualquer par de objetos a, b de C, uma aplicacao
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Satisfazendo os seguintes axiomas:
@ Para qualquer par de morfismos f € C(a, b), g € C(b, c)

Fi(gof) = Fi(f)o Fi(g)
@ Para qualquer objeto a de C

Fl(la) - 1Fo(a)



Pré-feixes como funtores

Seja X um epago topoldgico. O conjunto Open(X) pode ser visto como uma
categoria Ox onde os objetos sao os abertos do espaco topoldgico e dados dois
abertos U e V, o conjunto Ox(V, U) é unitdrio se V C U ou vazio caso contrario.
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Pré-feixe: Seja X um espacgo topoldgico (ndo necessariamente separavel). Um
pre-feixe de conjuntos sobre X consiste de um conjunto F(U) para cada aberto U
de X e para quaisquer par de abertos nao-vazios U, V tais que V C U, temos
uma fun¢3o restricdo ¢y vy : F(U) — F(V), tal que ¢y y é a funcdo indentidade

de F(U) € PW,vOopPv.u=pYw.u.
——1 E——

Dessa forma um pré-feixe de conjuntos sobre o espaco X nada mais é do que um
funtor contravariante

F:Ox — Set
Onde, para V C U, denotamos F1[Ox(V, U)] = {¢v.u}




Feixes

Um Feixe é um pré-feixe F : Ox — Set tal que para qualquer corbertura aberta
(U;) de um aberto U de X por conjuntos n3o-vazios e qualquer familia (f;) de
elementos de F(U;) tal que ¢y, u,(f)) = ¢u,,u,(f;), onde U = U; N U; # 0, existe
um dnico f € F(U) tal que ¢y, u(f) = f;.

™"

A propriedade acima chamamos de condicao de feixe ou de colagem
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Um Feixe é um pré-feixe F : Ox — Set tal que para qualquer corbertura aberta
(U;) de um aberto U de X por conjuntos n3o-vazios e qualquer familia (f;) de
elementos de F(U;) tal que py, u,(f)) = vu,,u(f;), onde Uj = U;N U; # 0, existe
um unico f € F(U) tal que ¢y, y(f) = f;.

A propriedade actma chamamos de condicao de feixe ou de colagem

categorial de coberturas por
abertos e da condicao de
colagem?
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Feixes sobre locale

A definicao de feixes (pré-feixes) nao depende dos pontos do espaco
topologico e sim da estrutura algébrica dos abertos do espaco.

@ Um Locale 2 é um reticulado completo onde joins arbitrarios distribui sobre
meets finitos, ou seja,

aA(\/ bi)=\/(aAbi)

icl i€l

onde a, b; sdo elementos de 2.

@ A nocao de locale é equivalente a uma dlgebra de Heyting completa.

@ Os abertos Open(X) é um exemplo de locale.

@ Todo locale pode ser visto como uma categoria onde dado a, b € €,
homq(a, b) é um conjunto vazio ou unitario.
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Um pré-feixe sobre um locale 2 é um funtor contravariante F : {2 — Set.

Dados v < u, denotaremos a imagem de um elemento f € F(u) pelo morfismo
@v,u: F(u) = F(v) por

‘Pv,U(f) = fl,

Seja (u;)ics uma familia de elementos de 2. Uma familia de elementos
(f; € F(uj))ies é compativel em F quando
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Um Feixe sobre um locale 2 é um pré-feixe F : 2 — Set tal que se u=\/,., u;
em Q e (f; € F(u;))ie; familia compativel em F, existe f € F(u) tal que para cada
iel, fl, =f.

O elemento f é chamado de “colagem”da familia (f;);¢;-
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categoria de Feixes na categoria dos grupos abelianos.
(Feixes possui uma importdncia secunddria!)
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A categoria de feixes

Grothendieck mostra que a cohomologia de feixes consiste de um funtor da
categoria de Feixes na categoria dos grupos abelianos.
(Feixes possui uma importdncia secunddria!)

Uma transformagdo natural de feixes (pré-feixes) o : F = G consiste de uma
familia de aplicagdes (o, : F(u) — F(u))ucq tais que dados v < u,
Peu © Oy = 0ty 0 QL.
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F(u) —> G(u)

7 G
Pvu l 1¢vu

F(v) —— G(v)
—_




A categoria de feixes

Grothendieck mostra que a cohomologia de feixes consiste de um funtor da
categoria de Feixes na categoria dos grupos abelianos.
(Feixes possui uma importdncia secunddria!)

Uma transformacao natural de feixes (pré-feixes) o : F = G consiste de uma
familia de aplicagbes (v, : F(u) — F(u))ucq tais que dados v < u,
Peu © Ay = Q1 O Py,

Os objetos da categoria Shg (pShq) de feixes (pre-feixes) sdo feixes (pré-feixes) e
os morfismos sao transformacoes naturais.
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Topologia e 'Topos de Grothendieck

Alguns poucos anos apo6s o aclamado Tohoku paper, Grothendieck observa
que muitas propriedades de um espago topologico pode ser naturalmente
formulado como (invariante) propriedade da sua categoria de feixes

(principio local-global).

Nos Sénunare de Géométrie Algébrique
(1960 - 1969), completamente
motivado por problemas como as
conjecturas de Weil, Grothendieck
(Fields 1966) apresenta a nocao de
categoria de pre-feixes e feixes de
forma completamente geral e
categorial ($GA4) e introduz a nogao
que hoje é conhecida como a topologia
de Grothendieck e a nocao de Topos.

Os seminarios juntou jovens brilhantes (Deligne, Demazure, Giraud, Girard,
entre outros) e figuroes da matematica francesa (Serre, Dieudonné, Chevalley).



Funtor representavel e subfuntores

Dado u um elemento do locale €2, entdo o funtor Q(—, u) : Q2 — Set

{x}, sev<u

0, sevZu

Define um pré-feixe sobre 2. Um funtor F : 2 — Set é dito ser representavel se
existe u € Q tal que F = Q(—, u).

Qi) = {
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Funtor representavel e subfuntores

Dado u um elemento do locale €2, entdo o funtor Q(—, u) : Q2 — Set

{x}, sev<u
0, sev £ u
Define um pré-feixe sobre 2. Um funtor F : 2 — Set é dito ser representavel se

existe u € Q tal que F = Q(—, u).
1 —— e

Qi) = {

Dado F : C — Set funtor, G : C — Set é um subfuntor de F se
@ Para todo objeto ¢ de C, G(c) C F(c).
@ Dado f:c— ¢, G(f) = F(f)|g(c)-




Caracterizacao categorial de Colagem

Grothendieck prova que a condicao de colagem pode ser categoricamente
traduzida pelos subfuntores de funtores representaveis.
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pode ser estendida unicamente para uma transformacao natural
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(Caracterizacao categorial de Colagem

Grothendieck prova que a condicao de colagem pode ser categoricamente
traduzida pelos subfuntores de funtores representaveis.

Teorema: Seja {2 um locale e F um pré-feixe sobre 2. S3o equivalentes
Q F é um feixe sobre 2.

@ Dado u € Q e G subfuntor de Q(—, u). Toda transformagao natural G = F

pode ser estendida unicamente para uma transformacao natural
Q(—,u) = F.

Q(—, u) > F
A\

G




Categorizacao de Locale

Teorema: Seja {2 um reticulado. S3o equivalentes
Q 2 é um locale.
@ Para quaisquer v < u e todo subfuntor S de Q(—, u), existe R subfuntor de
Q(—, v) tal que o diagrama abaixo é um pullback.

N

R > S

L

L

Q(_? V) - Q(_a u)




Topologia de Grothendieck

Um sistema de localizacao de uma categoria C consiste em para cada objeto ¢
de C, uma familia £(c) de subfuntores de C(—, c¢) tal que, dado f : d — ¢
C-morfismo e S € L(c), o diagrama abaixo é um pullback

N

R >

L

|

C(—,d) —=C(—,¢c)




Topologia de Grothendieck

Um sistema de localizacao de uma categoria C consiste em para cada objeto ¢
de C, uma familia £(c) de subfuntores de C(—, ¢) tal que, dado f : d — ¢
C-morfismo e S € L(c), o diagrama abaixo é um pullback

N

R >

|

C(_a d) 1 C(_’ C)
S — e ————————

L

Uma Topologia de Grothendieck é um par (C, £) onde £ é um sistema de
localizagao da categoria C.




Topos de Grothendieck

Seja (C, £) uma topologia de Grothendieck.
© Um pré-feixe sobre (C, L) é um funtor contravariante F : C — Set

@ F é um feixe se dado objeto c de C e R € L(c), toda transformagdo natural
a : R = F se estende unicamente para C(—, c).




Topos de Grothendieck

Seja (C, £) uma topologia de Grothendieck.
@ Um pré-feixe sobre (C, L) é um funtor contravariante F : C — Set

@ F é um feixe se dado objeto c de C e R € L(c), toda transformagdo natural
a : R = F se estende unicamente para C(—, ¢).

* R ===

Uma categoria C é um topos de Grothendieck se é equivalente a uma categoria
de feixes sobre uma topologia de Grothendieck Sh(¢ ).




Exemplos de topos de Grothendieck

@ A categoria de Feixes ou pré-feixes sobre locale ou topologias de
Grothendieck sao exemplos de topos de Grothendieck.




Exemplos de topos de Grothendieck

@ A categoria de Feixes ou pré-feixes sobre locale ou topologias de
Grothendieck sao exemplos de topos de Grothendieck.

@ Seja G um grupo visto como categoria, ou seja, possui apenas um (nico
objeto e os morfismos sao os elementos do grupo. A composicao é a
operacao de multiplicacao do grupo G. Sendo assim a categoria de pré-feixes
sobre G é um topos de Grothendieck. Observe que a categoria de Feixes
coincide com os G-sets.
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Exemplos de topos de Grothendieck

@ A categoria de Feixes ou pré-feixes sobre locale ou topologias de
Grothendieck sao exemplos de topos de Grothendieck.

@ Seja G um grupo visto como categoria, ou seja, possui apenas um Unico
objeto e os morfismos sao os elementos do grupo. A composicao é a
operacao de multiplicacao do grupo G. Sendo assim a categoria de pré-feixes
sobre G é um topos de Grothendieck. Observe que a categoria de Feixes

coincide com os G-sets.
T —— T ———

@ A categoria Set é um Topos de Grothendieck pois é equivalente a categoria
Sh(*)

I




Exemplos de topos de Grothendieck

@ A categoria de Feixes ou pré-feixes sobre locale ou topologias de
Grothendieck sao exemplos de topos de Grothendieck.

@ Seja G um grupo visto como categoria, ou seja, possui apenas um Unico
objeto e os morfismos sao os elementos do grupo. A composicao é a
operacao de multiplicacao do grupo G. Sendo assim a categoria de pré-feixes
sobre G é um topos de Grothendieck. Observe que a categoria de Feixes

coincide com os G-sets. |
e

@ A categoria Set é um Topos de Grothendieck pois é equivalente a categoria
pSh(x)
T ———————




'leorias de Lawvere

Como a categoria de conjuntos pode ser visto como um topos de Grothendieck,
Lawvere prova que qualquer categoria de estruturas algébricas que sao
axiomatizada por equagoes ¢ equivalente a um topos de Grothendieck.
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'Teorias de Lawvere

Como a categoria de conjuntos pode ser visto como um topos de Grothendieck,
Lawvere prova que qualquer categoria de estruturas algébricas que sao
axiomatizada por equagoes € equivalente a um topos de Grothendieck.

Basta obter uma categoria “esboco” da
estrutura algébrica em que se deseja
obter a equivaléncia da sua categoria

com a categoria de feixes sobre a
categoria “‘esboco”.




Grupos como diagramas

Um grupo consiste de um conjunto G possuindo uma operac¢ao binaria
m: G x G — G, uma operacao unaria i : G — G e uma constante e € G, ou

seja, uma operacao de aridade zero e : {¥} — G satisfazendo os seguintes
axiomas equacionais

e Vx,y,z m(m(x,y),z) = m(x,m(y,z)) (associatividade)
o Vx m(x,e(x)) = x = m(e(x), x) (neutro)
e Vx m(x,i(x)) = e(x) = m(i(x), x) (inverso)

— —
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seja, uma operacao de aridade zero e : {¥} — G satisfazendo os seguintes
axiomas equacionais

e Vx m(x,i(x)) = e(x) = m(i(x), x) (inverso)
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Grupos como diagramas

Um grupo consiste de um conjunto G possuindo uma operacao binaria
m: G x G — G, uma operacao unaria i : G — G e uma constante e € G, ou

seja, uma operacao de aridade zero e : {*} — G satisfazendo os seguintes
axiomas equacionais

° vx,y:z mmlxy).z) = mbx mly, 2)) (associatividade)
ol Vx m(x, e(x)) = x = m((),x _utro) ;

e Vx m(x,i(x)) = e(*) = m(i(x),x) (inverso)

G x {x} {x} x G

lgxel \ / lexlg
GxG - > G < = GxG
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Grupos como diagramas

Um grupo consiste de um conjunto G possuindo uma operacao binaria
m: G x G — G, uma operacao unaria i : G — G e uma constante e € G, ou

seja, uma operacao de aridade zero e : {*} — G satisfazendo os seguintes
axiomas equacionais

o Vx,y,z m(m(x,y),z) = m(x,m(y, z)) (associatividade)




'Teorias de LLawvere

Seja C categoria com produtos finitos e objeto terminal 1 (para cada objeto ¢ de
C, existe tinico morfismo ¢ — 1) com morfismos

oem:gxg—g

o /i:g—g

ee:l—g
Com os seguintes diagramas comuntando.

—

lgxm

EXEXE =8 *8

{#}=——g—{}
mx1, m / lA \
\} g X8 g
g X8 = ~ &
b_* \ A k /

gXE& gXE&
A —

g X {*} {*x} xg

Bl e — = BN E




'lTeorias de Lawvere

Dado um funtor F : C — Set que preserva produto, G = F(g) possui estrutura de
grupo definido pelas funcoes obtidas pelos morfismos m, i e e e os diagramas
comutativos.

1 — <—




'lTeorias de Lawvere

Dado um funtor F : C — Set que preserva produto, G = F(g) possui estrutura de
grupo definido pelas funcoes obtidas pelos morfismos m, i e e e os diagramas

comutativos.
e — e

C é uma categoria pequena e portanto pode ser visto com estrutura de topologia
de Grothendieck e F como um pré-feixe sobre C.

— —




'lTeorias de Lawvere

Dado um funtor F : C — Set que preserva produto, G = F(g) possui estrutura de
grupo definido pelas funcdes obtidas pelos morfismos m, i e e e os diagramas

comutativos.
T — R

C é uma categoria pequena e portanto pode ser visto com estrutura de topologia
de Grothendieck e F como um pré-feixe sobre C.

»_l e —

A categoria de grupos Grp é equivalente categorialmente a uma categoria de
pré-feixes e portanto um topos de Grothendieck.




'leorias de Lawvere

Lawvere estende tal construcao para toda teoria algébreica equacional (anéis,
mddulos, etc.) e prova que a categoria de modelos dessas teorias s3o topos de
Grothendieck.

— —




'leorias de Lawvere

Lawvere estende tal construcao para toda teoria algébreica equacional (anéis,
mddulos, etc.) e prova que a categoria de modelos dessas teorias sao topos de
Grothendieck.

— —

Vai além! Define abstratamente o que é necessario em uuma categoria para que
seus objetos sejam “modelos” de teorias algébricas equacionais. Chegando na
nocao de Topos Elementar.

1 — *




'leorias de Lawvere

Lawvere estende tal construcao para toda teoria algébreica equacional (anéis,
moddulos, etc.) e prova que a categoria de modelos dessas teorias s3o topos de
Grothendieck.

1 — ——

Vai além! Define abstratamente o que é necessario em uuma categoria para que
seus objetos sejam “modelos” de teorias algébricas equacionais. Chegando na

nocao de Topos Elementar.
1 — e

Vai ainda mais além! Mostra a internalizacao da prépria légica em um topos
elementar.




Logica Gategorial de Primeira Ordem
M. Makkai, G.E. Reyes

@ Seja TRings a teoria de Lawvere
para anéis. Assim temos que os
feixes

é o topos de Grothendieck de
Rings.

—— *

@ Cada anel de Rings possui um

sistema de localizacao
(Atiyah-MacDonald). Assim Rings
tem uma topologia de
Grothendieck.
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@ Seja TRings a teoria de Lawvere

para anéis. Assim temos que os
feixes

é o topos de Grothendieck de
Rings.
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@ Cada anel de Rings possui um
sistema de localizacao
(Atiyah-MacDonald). Assim Rings
tem uma topologia de
Grothendieck.

M. Makkai, G.E. Reyes

@ Seja T uma teoria de primeira
ordem na linguam L. Os funtores

M : T — Set
é o topos de Grothendieck de
Mod(T).
1 —




Logica Gategorial de Primeira Ordem
M. Makkai, G.E. Reyes

@ Seja TRings a teoria de Lawvere @ Seja T uma teoria de primeira
para anéis. Assim temos que os ordem na linguam L. Os funtores
feixes

M : T — Set
é o topos de Grothendieck de é o topos de Grothendieck de
Rings. Mod(T).

© Cada anel de Rings possui um o Sistema de Localizag3o para cada

sistema de localizacdo ~ modelo em Mod(T). Assim
(Atiyah-MacDonald). Assim Rings possuindo uma topologia de
tem uma topologia de Grothendieck.

Grothendieck.
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Logica Gategorial de Primeira Ordem
Variedade algébrica

Sejam pq, ..., p, polindmios com coef. inteiros. Considere o funtor

S : Rings — Set

definido nos objetos como

S(A) ={(a1,...,a,) € A" : (a1,...,a,) € raizde py,...,p, em A}

— —

Formulas satisfativeis




Logica Gategorial de Primeira Ordem
Variedade algébrica

Sejam pq, ..., p, polindbmios com coef. inteiros. Considere o funtor

S : Rings — Set

definido nos objetos como

S(A)={(a1,...,an) € A" : (a1,...,a,) €raizde py,...,p, em A}

57— =™~

Formulas satisfativeis

Seja ¢(x1,...,x,) férmula (coerente) nas varidveis xi, ..., x,. Considere o funtor

S : Mod(T) — Set

definido nos objetos como

S(p(A) = {(31, s .,3,,) cA": AE cpA(al,. s ,a,,)}
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