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Problemas de Otimização

Complexidade

Método do Gradiente

Minimização Convexa

Método do subgradiente

Minimização da soma de duas funções convexas

Métodos acelerados



Problema de minimização

Sejam f : Rn → R e D ⊂ Rn

(P) min f (x)

s.a. x ∈ D

I f função objetivo

I D conjunto viável do problema

I Problema irrestrito: D = Rn

I Problema com restrições: D ⊂ Rn
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Tipos de soluções

I x∗ ḿınimo global: f (x∗) ≤ f (x) para todo x ∈ D.

• f ∗ = f (x∗) é chamado de valor ótimo do problema.

I x∗ ḿınimo local: f (x∗) ≤ f (x) numa vizinhança de V de x∗.
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I Em geral, problemas de otimização são dif́ıceis de resolver.

I Para resolver o problema P usamos um método numérico M

I M é implementado para resolver uma faḿılia F de problemas
com caracteŕısticas similares (lineares, quadráticos, convexos,
etc)

I Desempenho de M para resolver P: esforço computacional
que realiza M para resolver P aproximadamente, i.e. com
precisão ε > 0.

I Precisão ε: uma condição de parada para o método define
uma solução aproximada do problema.



I Em geral, problemas de otimização são dif́ıceis de resolver.

I Para resolver o problema P usamos um método numérico M
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Complexidade anaĺıtica

Número de chamadas ao oráculo que o método realiza para
encontrar uma ε-solução de P.

I Para resolver P, M precisa obter informação sobre o problema
(f , ∇f ,...)

I O processo de coletar informações espećıficas de P é chamado
de oráculo

Complexidade aritmética

Número total de operações aritméticas (o.a.) que realiza o oráculo
e o método para encontrar uma ε-solução de P.
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de oráculo

Complexidade aritmética
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Exemplo

(P) min
x∈Cn

f (x)

I Cn = {x ∈ Rn : 0 ≤ xj ≤ 1, j = 1, . . . , n}

I f é L-Lipschitz cont́ınua em relação a norma `∞ em Cn:

|f (x)− f (y)| ≤ L ‖x − y‖∞ ,

para todo x , y ∈ Cn.



Seja f ∗ = min
x∈Cn

f (x) o valor ótimo do problema P.

Solução aproximada

Dado ε > 0, x ∈ Cn é uma ε-solução de P se f (x)− f ∗ ≤ ε.

Qual é o melhor desempenho de um método M para resolver os
problemas da classe de P?

♣ Se ε < L
2 , a complexidade anaĺıtica é no ḿınimo [ L

2ε ]
n.

[Nes04]



Seja f ∗ = min
x∈Cn
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L = 2, n = 10, ε = 0.01 ([Nes04])

I 1020 chamadas ao oráculo

I Uma chamada ao oráculo precisa de 10 o.a.

I Em total 1021 o.a.

I O computador realiza 106 o.a. por segundo

I Tempo total: 1015 segundos

I Um ano tem menos de 3.2 · 107 segundos

I Precisamos 31 250 000 anos
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O que fazer?

Suponhamos D = Rn

Minimização irrestrita diferenciável

min f (x)

s.a. x ∈ Rn

I f é diferenciável no Rn

Condição necessária de primeira ordem

Seja f uma função diferenciável em Rn, se x∗ é um ḿınimo local
de f então

∇f (x∗) = 0.
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Condição necessária de primeira ordem

Seja f uma função diferenciável em Rn, se x∗ é um ḿınimo local
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x

y

x

y

f (x) = x3

Ponto estacionário

Todo x tal que ∇f (x) = 0 é chamado de ponto estacionário do
problema.

I Objetivo: encontrar um ḿınimo local do problema.
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Todo x tal que ∇f (x) = 0 é chamado de ponto estacionário do
problema.

I Objetivo: encontrar um ḿınimo local do problema.
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Método do gradiente

Gera uma sequencia (f (xk))k∈N tal que f (xk+1) ≤ f (xk)

I Escolher um ponto inicial x0 ∈ Rn

I Iterar: xk+1 = xk − αk∇f (xk), k = 0, 1, . . .

I αk > 0 é o comprimento de passo tal que f (xk+1) ≤ f (xk).

• αk = α constante para todo k

• busca linear de Armijo:

f (xk − αk∇f (xk)) ≤ f (xk)− αk

2
‖∇f (xk)‖2
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Convergência a um ponto estacionário [IzS12]

Se ∇f é L-Lipschitz cont́ınuo em Rn, f é limitada inferiormente
em Rn e αk = α < 2/L para todo k, então

‖∇f (xk)‖ → 0, k →∞

Portanto todo ponto de acumulação da sequência (xk)k∈N é um
ponto estacionário do problema.

ε-solução

Encontrar x tal que ‖∇f (x)‖ ≤ ε.

♣ O número de iterações para obter ‖∇f (x)‖ ≤ ε é O
(
1
ε2

)
.

O nosso objetivo pode não ser alcançado pelo método do gradiente.
Apenas podemos garantir convergência a um ponto estacionário.
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em Rn e αk = α < 2/L para todo k, então

‖∇f (xk)‖ → 0, k →∞

Portanto todo ponto de acumulação da sequência (xk)k∈N é um
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f (x , y) =
1

2
x2 +

1

4
y4 − 1

2
y2

I (0, 1) e (0,−1) ḿınimos locais

I (0, 0) ponto sela
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Minimização convexa

Em (P) consideramos D = Rn e f uma função convexa.

Função convexa

f : Rn → R é convexa se

f (tx + (1− t)y) ≤ tf (x) + (1− t)f (y)

para todo t ∈ [0, 1] e x , y ∈ Rn.

x

y

f (y)



I Todo ḿınimo local é global

I Se a função é diferenciável, a condição necessária de primeira
ordem é suficiente.

♣ Se (xk)k∈N é gerada pelo método do gradiente com passo
constante αk ≡ 1/L, então a sequência converge a uma
solução global.

ε-solução

Dado ε > 0, x é uma ε-solução se f (x)− f ∗ ≤ ε
♣ O número de iterações para obter uma ε-solução é O(1/ε).
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ordem é suficiente.
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I Generalização da noção de derivada

Se f : Rn → R é uma função convexa, dizemos que v ∈ Rn é
um subgradiente de f no ponto x ∈ Rn se

f (y) ≥ f (x) + 〈v , y − x〉, ∀y ∈ Rn.

x

f (x)

f (y) f (x) + 〈v , y − x〉

I O subgradiente sempre existe

I x∗ é um ḿınimo de f se e somente se 0 é um subgradiente de
f em x∗.
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Aprendizado de máquina

min
x∈Rn

m∑
i=1

fi (x) + λR(x)

I f1, . . . , fm, R são funções convexas e λ ≥ 0.

I fi (x) representa o custo de usar x no i-ésimo elemento de
algum conjunto de dados.

I R(x) é um termo de regularização.
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Conjunto de dados

D = {(wi , yi ) ∈ Rn × Y, i = 1, . . . ,m}

I Classificação: Y = {1,−1}

• SVM: fi (x) = max(0, 1− yix
>wi ) e R(x) = ‖x‖22

• Regressão loǵıstica regularizada:
fi (x) = log(1 + exp(−yix>wi )) e R(x) = ‖x‖22

I Regressão: Y = R
• Regressão linear regularizada: fi (x) = (x>wi − yi )

2 e

R(x) = ‖x‖22
• LASSO: fi (x) = (x>wi − yi )

2 e R(x) = ‖x‖1
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I Classificação: Y = {1,−1}
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Método do subgradiente

I f : Rn → R é uma função convexa não diferenciável

O método é similar ao método do gradiente, mas substituindo
gradientes por subgradientes: escolha x0 ∈ Rn e itere

xk+1 = xk − αkvk , k = 0, 1, 2, . . . ,

I vk é subgradiente de f em xk
I αk > 0

Diferença com o método do gradiente: as escolhas do passo são
prefixadas, não calculadas em cada iteração.

I Constante: αk = α para todo k ∈ N.

I Quadrado somável, mas não somável:

αk > 0,
∞∑
k=0

α2
k <∞,

∞∑
k=0

αk =∞.
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Complexidade

O método do subgradiente não é necessariamente um método de
decida, logo guardamos em cada iteração o melhor iterado

f (xbestk ) = min
i=1,...,k

f (xk)

♣ Para obter f (xbestk )− f ∗ ≤ ε é necessário O(1/ε2) iterações.

Método do gradiente: para obter f (xk)− f ∗ ≤ 1/100 ⇒ 100
iterações.

Método do subgradiente: para obter f (xbestk )− f ∗ ≤ 1/100 ⇒
10000 iterações.
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Vantagens:

I Ampla aplicação: se podemos computar subgradientes, então
podemos minimizar (quase) toda função convexa.

I Fácil implementação.

Desvantagens:

I A taxa de convergência O(1/ε2) é lenta.

Pode-se melhorar? Em geral não! [Nes04]

Mas considerando funções da forma

f (x) = h(x) + g(x)

onde h é convexa e diferenciável e g é convexa, a complexidade
O(1/ε) do método do gradiente pode ser recuperada com um
algoritmo simples.
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Minimização da soma de duas funções convexas

min
x∈Rn

h(x) + g(x)

I h, g : Rn → R são funções convexas e h é diferenciável.

Operador proximal

Dado α > 0, proxαg : Rn → Rn

proxαg (z) := arg min
x∈Rn

αg(x) +
1

2
‖x − z‖2

• Se C é um conjunto convexo e fechado e g = δC , então
proxg (z) = PC (z)
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Método do gradiente proximal (MGP)

I ∇h é Lipschitz cont́ınuo com L > 0

I proxαg pode ser avaliado

MGP gera uma sequência (xk) a partir de um ponto inicial x0 ∈ Rn

xk+1 = proxαkg (xk − αk∇h(xk)), k = 0, 1, . . .

I αk > 0

• Se g ≡ 0 o MGP se reduz ao método do gradiente

• Se g = δC o MGP se reduz ao método do gradiente projetado

• Se h ≡ 0 o MGP se reduz ao método de ponto proximal
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I Usando passo constante α ≤ 1/L, o método do gradiente
proximal tem complexidade O(1/ε) ([BeT09], [MoS10]).

I É recuperada a complexidade do método do gradiente, mas
tem o custo da avaliação do proxαg .

Para muitas funções g , importantes na prática, o proxαg tem
forma fechada, mas e se não podemos avaliar prox?
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I É recuperada a complexidade do método do gradiente, mas
tem o custo da avaliação do proxαg .

Para muitas funções g , importantes na prática, o proxαg tem
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Avaliar proxαg (z) = arg min
x∈Rn

αg(x) + 1/2 ‖x − z‖2 é equivalente a

encontrar x , w ∈ Rn tais que w é um subgradiente de g em x e

αw + x − z = 0

Soluções aproximadas:

I Dado r ≥ 0, um ponto (x ,w) é uma r -solução aproximada
de proxαg (z) se w é subgradiente de g em x e

‖αw + x − z‖ ≤ r .

I Dado σ ∈ [0, 1), o par (x ,w) é uma σ-solução aproximada
de proxαg (z) se w é subgradiente de g em x e

‖αw + x − z‖ ≤ σ ‖x − z‖ .

[SoS99]
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Método do gradiente proximal inexato

Similar ao método do gradiente proximal mas avaliando proxαg de
forma inexata.

Escolha x0 ∈ Rn e itera para k = 0, 1, 2, . . .

I yk = xk − αk∇h(xk);

I calcule (xk ,wk) solução aproximada de proxαkg (yk);

I xk+1 = yk − αkwk

I MGPI-A: (xk ,wk) é uma rk -solução aproximada para todo
k = 1, 2, . . . . Neste caso a sequência {rk} deve ser fixada com
antecedência.

I MGPI-R: (xk ,wk) é uma σ-solução aproximada para todo
k = 1, 2, . . . , com σ ∈ (0, 1) fixo.

[MiM19]
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Generalizações do MGP

xk+1 = proxαkg (xk − αk∇h(xk))

I ∇h(xk)→ vk subgradiente [Ber15], [Bel16]

I ∇h(xk)→ vk εk -subgradiente [MiM19]

I Avaliação aproximada do operador proximal

• ∇h(xk)→ ∇h(xk) + ek e erro absoluto [Sch11]

• ∇h(xk)→ vk εk -subgradiente, erro absoluto e erro relativo
[MiM19]
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Métodos acelerados

Os métodos do gradiente e do gradiente proximal podem ser
acelerados para obter complexidade O(1/

√
ε).

Método do gradiente: para obter f (xk)− f ∗ ≤ 1/100 ⇒ 100
iterações.

Método do subgradiente: para obter f (xbestk )− f ∗ ≤ 1/100 ⇒
10000 iterações.

Método do gradiente acelerado: para obter f (xk)− f ∗ ≤ 1/100 ⇒
10 iterações
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I Método do gradiente acelerado

• [Nes83], [Nes04]

I Método do gradiente proximal acelerado

• [Nes13], [BeT09] (FISTA)

• [MoS13]

I Método do gradiente proximal acelerado com cálculo
aproximado do operador proximal

• erro absoluto e aproximação do gradiente [Sch11]

• erro absoluto [Vil13]

• erro relativo [MiM19], [Bel20]
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Obrigada!
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