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Positividade: |ly|| > 0; |ly|| > 0, a menos que y = 0.

Homogeneidade: [|[Ay|| = [A||ly], A € R.

Em particular, temos reversibilidade: |ly|| =1 — y|-

Desigualdade triangular: |ly1 + yo|| < |ly1ll + [ly2]l-

d(p, q) = inf {(x),
x(t)

onde x(t) é diferencidvel por partes, com x(ty) = p e x(t1) = g.
(M, d) é um espago métrico.

A Para um mapa de ruas, ndo podem existir ruas de mio dnica.
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a) Para que o comprimento de arco esteja bem-definido:

F(x,y) > 0; F(x,y) > 0, a menos que y = 0.

b) Para que o comprimento de arco independa da parametrizagcdo
orientada:

F(x,y) deve ser positiva-homogénea de grau 1 em y, i.e.
F(x,Ay) = AF(x,y), A> 0.

A N30 necessariamente reversivel.

c) Para a existéncia local de curvas que minimizam o
comprimento de arco:

F(x,y) deve ser fortemente convexa.
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Considere coordenadas locais (x',y'), i=1,...,n.

0% I1
gy(u,v) = 901 F (x,y + su+ tv)

s=t=0
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A matriz Hessiana (gj;) ¢ positiva-definida em cada ponto de TM\0.
™), iii) = ¢).

A Precisamos verificar positividade e desigualdade triangular.
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e H é positiva-homogénea de grau r, i.e.
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° A derivada direcional radial de H é r vezes H, i.e.

> 12”,( Y)Y = H(y).

Demonstracao.
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"\ 0°F (y)
dy 3}”

gy(v.y) = F3(y)

Daqui em diante, deixamos a dependéncia de F com respeito a x
implicita para simplificar a notacdo.
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se, e somente se, w = \y para algum A > 0.

(y)w' < F(w) para todo y # 0, e a igualdade vale

Demonstracao.

&, Desigualdade de Cauchy-Schwarz para g, :

lgv(u1, w2))? < g (u1, u1)gy(u2, u2), (4)
onde vale igualdade se, e sé se, u; e up sdo colineares.
Q A desigualdade fundamental pode ser interpretada como uma

extens3o do Teorema de Euler para uma desigualdade, pois aplicada
aw=Ay com A > 0 resulta em (1).
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onde x(t) é diferencidvel por partes, com x(tp) = p e x(t1) = g.

(M, d) é um espaco quase-métrico.

@ Podemos considerar um mapa de ruas, com ruas de mao (nica.
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Proposicdo: [gy(w, y)]? < gw(w, w)gy(y,y), i.e.

gy(w,y) < F(w)F(y).

Demonstrac3o.

Q Esta desigualdade n3o é a mesma que (4). Ela é considerada
uma generalizacdo da desigualdade de Cauchy-Schwarz de produtos
internos para normas de Minkowski.

A O objeto formal Zg,-j(x,y)dx" ® dx/ n3o define um produto
i
interno em cada T, M, por causa da dependéncia em y # 0.
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Q. Uma métrica Finsler é Riemanniana se, e somente se, o tensor
de Cartan se anula




Obrigado!




