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Basiquinho

Considerando A um anel, temos alguns elementos do mesmo que
possuem um destaque na teoria.
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Basiquinho

Considerando A um anel, temos alguns elementos do mesmo que
possuem um destaque na teoria.

Definicao

Um elemento e € A é dito idempotente se e* = e.

Notacgdo: /d(A) é o conjunto de todos os elementos idempotentes
do anel A.
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Basiquinho

Considerando A um anel, temos alguns elementos do mesmo que
possuem um destaque na teoria.

Definicao

Um elemento e € A é dito idempotente se e* = e.

Notacgdo: /d(A) é o conjunto de todos os elementos idempotentes
do anel A.

Observacao
Os idempotentes 0 e 1 sdo os denominados idempotentes triviais.
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Basiquinho

Definicao
Um elemento u € A € dito unidade se u # 0 e dx € A tal que
Uu-x=x-u=14.

Notacao: U/(A) é o conjunto de todas as unidades do anel A.
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Limpeza de Anéis
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Limpeza de Anéis

N3o, eita...n3o € isso!
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Elementos Limpos

Definicao
Seja A um anel, um elemento x € A € dito limpo se 0 mesmo pode
ser escrito como a soma de um idempotente e uma unidade de A,

ou seja,
x=u+e, com ucl(A);, ecld(A).
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Note que 2 € limpo em Z, ja que:

2=1+4+1, com 1c€U(Z) e 1€ Ild(Z).
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Elementos Limpos

Proposicao
Considerando A um anel qualquer, temos que:
@ Unidades sdo elementos limpos;

@ [dempotentes sdo elementos limpos.
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Elementos Limpos

Proposicao

Considerando A um anel qualquer, temos que:
@ Unidades sdo elementos limpos;

@ [dempotentes sdo elementos limpos.

Ideia da Prova
De fato,

u=u+0
e=(2e—-1)+(1-¢),
em que u € U(A) e e € Id(A).
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Anéis Limpos

Definicdo (Anel Limpo)
Um anel A qualquer é dito limpo se todos os seus elementos sdo
limpos, ou seja,

Vx €A x=u+e, com ucl(A), ecld(A).
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Exemplos

Note que todos os corpos sdo limpos, ja que o elemento neutro da
soma € idempotente e os demais elementos do anel sdo unidades,
portanto todos os elementos sdo limpos.
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Exemplos

Note que todos os corpos sdo limpos, ja que o elemento neutro da
soma € idempotente e os demais elementos do anel sdo unidades,
portanto todos os elementos sdo limpos.

O anel Z néo € limpo, pois considerando que 3 € Z e que os tinicos
idempotentes deste anel sdo os triviais, podemos escrever 3 das
seguintes formas:

3=0+3 e 3=1+2.

Logo 3 ndo € limpo e, assim, 7. também ndo o €.
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Limpeza em Anéis e Subanéis

Em geral, a limpeza de um anel A nem sempre garante a limpeza
dos seus subanéis e vice-versa.

2 Jacqueline Costa Cintra - UEFS Anéis Limpos e r-Limpos



12 Temporada - Jogadora 1

Limpeza em Anéis e Subanéis

Em geral, a limpeza de um anel A nem sempre garante a limpeza
dos seus subanéis e vice-versa.

R é um anel limpo (corpo) e Z subanel ndo € limpo.
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Limpeza em Anéis e Subanéis

Em geral, a limpeza de um anel A nem sempre garante a limpeza
dos seus subanéis e vice-versa.

R é um anel limpo (corpo) e Z subanel ndo € limpo.

Considere o0 anel R x Z e seu subanel R x {0}. Temos que este
subanel é limpo, mas o anel em questdo nio o é. De fato, tome o
elemento (1,3) € R x Z e note que este n3o é limpo, pois s6 é
possivel escrevé-lo das seguintes maneiras:

(1,3) =(1,3)+(0,0) e (1,3)=(0,2)+(1,1).
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Basiquinho - O Retorno

Para a definicdo de anéis r-limpos é preciso o conceito de um outro
elemento de destaque na teoria.
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22 Temporada - Jogadora 2

Basiquinho - O Retorno

Para a definicdo de anéis r-limpos é preciso o conceito de um outro
elemento de destaque na teoria.

Definicao
Um elemento r € A € dito regular se Ay € A tal que ryr = r. Um
Anel Regular é aquele em que todos seus elementos sdo regulares.
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22 Temporada - Jogadora 2

Basiquinho - O Retorno

Para a definicdo de anéis r-limpos é preciso o conceito de um outro
elemento de destaque na teoria.

Definicao
Um elemento r € A € dito regular se Ay € A tal que ryr = r. Um
Anel Regular é aquele em que todos seus elementos sdo regulares.

Notacdo: Reg(A) é o conjunto de todos os elementos regulares do
anel A.
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Basiquinho - O Retorno

Note que unidades e idempotentes sdo regulares.
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Basiquinho - O Retorno

Note que unidades e idempotentes sdo regulares.

De fato, para u € U(A), temos que Iy = u~! € A tal que
uu U= u.

E para e € Id(A), temos
eee = e.
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Momento em que vocé confia que sdo contas

Seja A um anel comutativo regular. Qualquer r € A pode ser
escrito como o produto entre um elemento idempotente e uma
unidade de A.
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22 Temporada - Jogadora 2

Momento em que vocé confia que sdo contas

Seja A um anel comutativo regular. Qualquer r € A pode ser
escrito como o produto entre um elemento idempotente e uma
unidade de A.

Anderson e Camillo apresentam em [AC02] o seguinte resultado,
no qual utiliza-se o Lema acima para demonstra-lo:

Proposicao

Um anel comutativo regular é um anel limpo.
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Elementos r-Limpos

Definicao

Seja A um anel, um elemento x € A € dito r-limpo se o mesmo
pode ser escrito como a soma de um elemento regular e um
idempotente de A, ou seja,

x=r+e, com rc Reg(A);, ecld(A).
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Anéis r-Limpos

Definicdo (Anel r-Limpo)
Um anel A qualquer é dito r-limpo se todos os seus elementos sdo
r-limpos, ou seja,

Vx €A, x=r+e, com rc Reg(A);, ec ld(A).
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Elementos r-Limpos

Proposicao

Em um anel A qualquer tem-se que unidades, elementos regulares
e elementos idempotentes sdo r-limpos.

2 Jacqueline Costa Cintra - UEFS Anéis Limpos e r-Limpos



22 Temporada - Jogadora 2

Elementos r-Limpos

Proposicao

Em um anel A qualquer tem-se que unidades, elementos regulares
e elementos idempotentes sdo r-limpos.

Ideia da Prova

De fato, tomando u € U(A), r € Reg(A), e € Id(A) e como
unidades sdo também regulares, temos que:

u=u+0

r=r+0
e=2e—-1)+(1—¢)
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Exemplos

@ Todo corpo, além de limpo, também € r-limpo.

e O anel Z nao € r-limpo (3 € Z n&o € r-limpo).
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Relacao entre Anéis r-Limpos e Limpos

Note que todo anel limpo é também um anel r-limpo (lembre-se de
que toda unidade é regular). Mas a reciproca nem sempre é
verdadeira.
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32 Temporada - Combate

Relacao entre Anéis r-Limpos e Limpos

Note que todo anel limpo é também um anel r-limpo (lembre-se de
que toda unidade é regular). Mas a reciproca nem sempre é
verdadeira.

Nahid Asharafi e Ebrahim Nasibi apresentam em [AN13] o exemplo
de um anel r-limpo que nao é limpo, conhecido como Exemplo de
Bergman, cuja constru¢do pode ser encontrada em [Ha77].
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32 Temporada - Combate

Relacao entre Anéis r-Limpos e Limpos

Note que todo anel limpo é também um anel r-limpo (lembre-se de
que toda unidade é regular). Mas a reciproca nem sempre é
verdadeira.

Nahid Asharafi e Ebrahim Nasibi apresentam em [AN13] o exemplo
de um anel r-limpo que nao é limpo, conhecido como Exemplo de
Bergman, cuja constru¢do pode ser encontrada em [Ha77].

Mais adiante veremos algumas condi¢des para que anéis r-limpos
sejam também limpos.
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r-Limpeza em Anéis e Subanéis

Em geral, a r-limpeza de um anel A nem sempre garante a limpeza
dos seus subanéis e vice-versa. Para isso, podemos considerar os
mesmos exemplos no caso de limpeza vistos inicialmente.
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32 Temporada - Combate

r-Limpeza em Anéis e Subanéis

Em geral, a r-limpeza de um anel A nem sempre garante a limpeza
dos seus subanéis e vice-versa. Para isso, podemos considerar os
mesmos exemplos no caso de limpeza vistos inicialmente.

Temos também o seguinte argumento para um dos casos.
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32 Temporada - Combate

r-Limpeza em Anéis e Subanéis

Em geral, a r-limpeza de um anel A nem sempre garante a limpeza
dos seus subanéis e vice-versa. Para isso, podemos considerar os
mesmos exemplos no caso de limpeza vistos inicialmente.

Temos também o seguinte argumento para um dos casos.
Considere A um anel qualquer e seu subanel trivial {0}, logo
0=0+0, com 0 € Reg(A); 0€ Id(A),

mostrando que {0} é um anel r-limpo. Sendo assim, se a r-limpeza
de um subanel garantisse a r-limpeza do anel, teriamos que todo
anel A seria r-limpo, o que ndo é verdade.
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32 Temporada - Combate

Chegou a hora dos resultados

A seguir, temos importantes resultados sobre r-limpeza, os quais
sdo apresentados em [AN13] por Nasibi e Ashrafi.
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Chegou a hora dos resultados

A seguir, temos importantes resultados sobre r-limpeza, os quais
sdo apresentados em [AN13] por Nasibi e Ashrafi.

Na verdade, tais resultados também sao validos se considerarmos
limpeza de anéis (cujas demonstra¢des sdo bem andlogas em
relagdo aos dois casos).
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Teorema

Qualquer imagem homomédrfica de um anel limpo (r-limpo) é
também um anel limpo (r-limpo).
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32 Temporada - Combate

Teorema

Qualquer imagem homomédrfica de um anel limpo (r-limpo) é
também um anel limpo (r-limpo).

Ideia da Prova

Consideremos A um anel limpo, B um anel qualquer e um
homomorfismo ¢ : A — B. Para mostrar que Im(¢) é um anel
limpo, tome x € A, com u € U(A); e € ld(A):

x=ute = (x)=0¢(u)+de)€B,
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Teorema

32 Temporada - Combate

Qualquer imagem homomédrfica de um anel limpo (r-limpo) é
também um anel limpo (r-limpo).

Ideia da Prova

Consideremos A um anel limpo, B um anel qualquer e um
homomorfismo ¢ : A — B. Para mostrar que Im(¢) é um anel
limpo, tome x € A, com u € U(A); e € ld(A):

x=ute = (x)=0¢(u)+de)€B,

em que
$(1) = p(u-u™t) = d(u) - Pp(u™)
[6(e))* = ¢(e) - d(e) = d(e?) = ¢(e),
isto é, ¢(u) € U(Im(¢)) e ¢(e) € Id(Im(p)).
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Teorema

Qualquer imagem homomédrfica de um anel limpo (r-limpo) é
também um anel limpo (r-limpo).
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Teorema

Qualquer imagem homomédrfica de um anel limpo (r-limpo) é
também um anel limpo (r-limpo).

Ideia da Prova

Agora, para mostrar que Im(¢) é um anel r-limpo, tome
r € Reg(A). Temos:

r=rnreA = ¢(r)=¢(r)o(y)e(r) € B.
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Teorema

Qualquer imagem homomédrfica de um anel limpo (r-limpo) é
também um anel limpo (r-limpo).

Ideia da Prova

Agora, para mostrar que Im(¢) é um anel r-limpo, tome
r € Reg(A). Temos:

r=nreA = ¢(r)=9¢(r)e(y)e(r) € B.
Assim, para x € A, com r € Reg(A); e € Id(A):
x=rt+e = ¢(x)=9¢(r)+¢(e),
com ¢(r) € Reg(Im(¢)) e ¢(e) € Id(Im(¢)).
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Corolario

Todo anel quociente de um anel r-limpo (limpo) é também um
anel r-limpo (limpo).
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Corolario

Todo anel quociente de um anel r-limpo (limpo) é também um
anel r-limpo (limpo).

Observacido

A reciproca deste resultado geralmente ndo é verdadeira. Por
exemplo, anéis quocientes Z,, com p primo, sdo anéis limpos (ja
que sdo corpos), logo r-limpos, porém vimos que Z ndo é r-limpo.
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Anéis de Polindmios A[x]

Teorema

Se A é um anel comutativo, entdo A[x| ndo é limpo.
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32 Temporada - Combate

Anéis de Polindmios A[x]

Teorema
Se A é um anel comutativo, entdo A[x| ndo é limpo.

Ideia da Prova

@ Suponha por absurdo que x € A[x] é limpo: x = u(x) + e(x),
com u(x) € U(A[x]); e(x) € Id(A[x]);
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Anéis de Polindmios A[x]

Teorema
Se A é um anel comutativo, entdo A[x| ndo é limpo.

Ideia da Prova

@ Suponha por absurdo que x € A[x] é limpo: x = u(x) + e(x),
com u(x) € U(A[x]); e(x) € Id(A[x]);
o x —e(x) =u(x) = x—e=u(x), pois e(x) = e € Id(A);
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Anéis de Polindmios A[x]

Teorema
Se A é um anel comutativo, entdo A[x| ndo é limpo.

Ideia da Prova

@ Suponha por absurdo que x € A[x] é limpo: x = u(x) + e(x),
com u(x) € U(A[x]); e(x) € Id(A[x]);

o x —e(x) =u(x) = x—e=u(x), pois e(x) = e € ld(A);

e Tomando u=Y(x) = (bo + ... + byx") € A[x], temos que
(x—e)-u}x)=1,
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Anéis de Polindmios A[x]

Ideia da Prova

@ Pela distributividade e igualdade polinomial:
b, = 0
(bn—l — eb,,) =0 = b,.1=0
(bo—ebl)zo = bp=0

@ Logo u~(x) =0, o que é uma contradicdo, j& que é uma
unidade em A[x].
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Anéis de Polindmios A[x]

Teorema

Se A é um anel comutativo, entdo A[x] ndo € r-limpo.
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Anéis de Polindmios A[x]

Teorema
Se A é um anel comutativo, entdo A[x] ndo € r-limpo.

Ideia da Prova

@ Suponha por absurdo que x € A[x] é r-limpo:
x = r(x) + e(x), com r(x) € Reg(A[x]); e(x) € Id(A[x]);
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Anéis de Polindmios A[x]

Teorema

Se A é um anel comutativo, entdo A[x] ndo € r-limpo.

Ideia da Prova

@ Suponha por absurdo que x € A[x] é r-limpo:
x = r(x) + e(x), com r(x) € Reg(A[x]); e(x) € Id(A[x]);

o x —e(x) = r(x) € Reg(A[x]) e, ainda, e(x) = e € Id(A) (pois
em anéis abelianos, Id(A) = Id(A[x]));
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Anéis de Polindmios A[x]

Teorema

Se A é um anel comutativo, entdo A[x] ndo € r-limpo.

Ideia da Prova

@ Suponha por absurdo que x € A[x] é r-limpo:
x = r(x) + e(x), com r(x) € Reg(A[x]); e(x) € Id(A[x]);

o x —e(x) = r(x) € Reg(A[x]) e, ainda, e(x) = e € Id(A) (pois
em anéis abelianos, Id(A) = Id(A[x]));

@ Logo, x — e = r(x);
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Anéis de Polindmios A[x]

Teorema

Se A é um anel comutativo, entdo A[x]| ndo € r-limpo.

Temos o seguinte resultado:
n
Proposicao: Se A é um anel comutativo e f(x) = Z aix' € Alx]
i=0

é um elemento regular, entdo ag é regular e a;, para cada /, é
nilpotente.
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Anéis de Polindmios A[x]

Teorema

Se A é um anel comutativo, entdo A[x]| ndo € r-limpo.

Temos o seguinte resultado:
n
Proposicao: Se A é um anel comutativo e f(x) = Z aix' € Alx]
i=0

é um elemento regular, entdo ag é regular e a;, para cada /, é
nilpotente.

Ideia da Prova

@ Pela proposicdo acima, como x — e = r(x), temos que 1 é
nilpotente, o que é uma contradic3o.
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Anéis de Séries de Poténcias Formais A[[x]]

Teorema
Se A[[x]] € limpo se, e somente se, A € limpo.
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Anéis de Séries de Poténcias Formais A[[x]]

Teorema
Se A[[x]] € limpo se, e somente se, A € limpo.

Ideia da Prova

(=)
N;OA[[X]] — A

g aix' — ag
i=0

Mostra-se que ™ é um epimorfismo, logo, A é uma imagem
homomoérfica de A[[x]], portanto, um anel limpo.

A\
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Anéis de Séries de Poténcias Formais A[[x]]

Teorema
Se A[[x]] € limpo se, e somente se, A € limpo.

Ideia da Prova

(<)
o Seja ap + aix + axx?> +... = f € A[[x]] e note que
ap = e+ u, com e € ld(A), u e U(A);
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Anéis de Séries de Poténcias Formais A[[x]]

Teorema
Se A[[x]] € limpo se, e somente se, A € limpo.

Ideia da Prova

(<)
o Seja ap + aix + axx?> +... = f € A[[x]] e note que
ap = e+ u, com e € ld(A), u e U(A);

° f:e+(u+alx+agx2+...);
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Anéis de Séries de Poténcias Formais A[[x]]

Teorema
Se A[[x]] € limpo se, e somente se, A € limpo.

Ideia da Prova

(<)
o Seja ap + aix + axx?> +... = f € A[[x]] e note que
ap = e+ u, com e € ld(A), u e U(A);

° f:e+(u+alx+agx2+...);

o Temos u € U(A) = uy = (u+ arx + ax®> +...) € U(A[[X]]),
logo f = ux + e, com u, € U(A[[x]]), e € Id(A[[x]]).
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Anéis de Séries de Poténcias Formais A[[x]]

Teorema
Se A[[x]] € r-limpo entdo A é r-limpo.
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Anéis de Séries de Poténcias Formais A[[x]]

Teorema
Se A[[x]] € r-limpo entdo A é r-limpo.

Ideia da Prova
Considerando o epimorfismo

W;OA[[X]] — A

E a,-x' = ap
i=0

temos que A é uma imagem homomoérfica de A[[x]] o qual é
r-limpo por hipdtese. Portanto A é r-limpo.
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Som de suspense neste momento

Pergunta € N:

E a reciproca, nao é valida? J
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Som de suspense neste momento

Pergunta € N:

E a reciproca, nao é valida? J

Resposta: Depende!
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Som de suspense neste momento

Pergunta € N:

E a reciproca, nao é valida? J

Resposta: Depende!
Spoiler: Tem uma condicdo sobre o anel A para valer a reciproca.

Aguenta ai, que no episddio final serad revelada.
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E continuam os resultados...

Teorema

Um produto direto HA,- de anéis A; € r-limpo (limpo) se, e
iel
somente se, cada A; é r-limpo (limpo).
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E continuam os resultados...

Teorema

Um produto direto HA,- de anéis A; € r-limpo (limpo) se, e
iel
somente se, cada A; é r-limpo (limpo).

Ideia da Prova

=)

FI[A - A
i€l
(Xi)ier = X

Como Im(f) = A;, basta motrar que f é um homomorfismo.
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E continuam os resultados...

Teorema

Um produto direto HA,- de anéis A; € r-limpo (limpo) se, e
i€l
somente se, cada A; € r-limpo (limpo).

\

Ideia da Prova
(<:) X = (X,'),'e/ € HA,':
i€l

X = (u,- = e,-),-el, com u; € U(A,‘)7 e € /d(A,)
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E continuam os resultados...

Teorema

Um produto direto HA,- de anéis A; € r-limpo (limpo) se, e
i€l
somente se, cada A; € r-limpo (limpo).

\

Ideia da Prova
(<:) X = (X,'),'e/ € HA,':
i€l

X = (u,- = e,-),-el, com u; € U(A,‘)7 e € /d(A,)

Logo, X = (u;)ies + (&i)ics- Mostra-se que (u;)ic € U <H A,-> e

iel
(ei)ict € Id (H A,-).

i€l
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Confronto

Vamos agora conhecer algumas condi¢des que garantem a limpeza
de um anel r-limpo.
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Confronto

Vamos agora conhecer algumas condi¢des que garantem a limpeza
de um anel r-limpo.

Teorema (AN13)

Seja A um anel cujos idempotentes sejam apenas os triviais. Se A
€ r-limpo entdo A € limpo.

Demonstracao: Vamos para o quadro, fazer bonito!
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Confronto

Coroldrio

Seja A um anel sem divisores de zero. Se A é r-limpo entdo A é
limpo.
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Confronto

Coroldrio

Seja A um anel sem divisores de zero. Se A é r-limpo entdo A é
limpo.

Ideia da Prova

Note que os Unicos idempotentes de A sem divisores de zero sdo os
triviais, ja que,

xX2=x=x(x—1)=0=>x=0 ou x=1.
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Confronto

Teorema (AN13)

Seja A um anel comutativo tal que cada par de idempotentes sdo
ortogonais (ef =0,Ve,f € Id(A)). Se A € r-limpo entdo A é
limpo.

Demonstracao: Essa também é boa para o quadro!
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Confronto

Teorema (AN13%*)

Seja A um anel abeliano (todos os seus idempotentes sdo
centrais). Se A é r-limpo entdo A é limpo.
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Repeat na miusica do suspense

Lembram da pergunta no inicio desta temporada?
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Repeat na miusica do suspense

Lembram da pergunta no inicio desta temporada?

Quando vale A r-limpo implicar em A[[x]] r-limpo? J
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Repeat na miusica do suspense

Lembram da pergunta no inicio desta temporada?

Quando vale A r-limpo implicar em A[[x]] r-limpo? J

Resposta: Quando A é abeliano! J
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Ta acabando!

Teorema

Seja A um anel abeliano. Se A é r-limpo, entdo A[[x]] é r-limpo.
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Ta acabando!

Teorema

Seja A um anel abeliano. Se A é r-limpo, entdo A[[x]] é r-limpo.

Ideia da Prova

Pelo teorema anterior, temos que A é limpo o que implica que
Al[[x]] também é limpo, portanto r-limpo.
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gfRigada pd la atd Ncag!

Prof2 Dr2 Jacqueline Costa Cintra - UEFS Anéis Limpos e r-Limpos



	1ª Temporada - Jogadora 1
	2ª Temporada - Jogadora 2
	3ª Temporada - Combate

