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Contexto Histoérico

"This bridge between braid theory and the crystallographic groups is new
in the literature.” J
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Contexto Histoérico

"This bridge between braid theory and the crystallographic groups is new
in the literature.” J

A quotient of the Artin braids groups related to

crystallographic groups
Gongalves, D. Guaschi L. J. and Ocampo, O. Journal of Algebra 474,
393-423, 2017.
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2 Preliminares
2.1 Grupo de trangas (total) e grupo de trangas puras de uma superficie

Definicdo (Espaco de configuracdo)

Seja M uma superficie compacta (ou para uma superficie com uma
quantidade finita de pontos retirados). Definimos o n-ésimo espago de
configuracdo de M do seguinte modo:

Fo(M) = {(@1, - ,an) € M" | 2; # 2,50 i # j}.
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Renato Diniz/e-mail: renatodiniz@ufrb.edu.br VII EPGMAT



2 Preliminares

2.1 Grupo de trangas (total) e grupo de trangas puras de uma superficie

Definicdo (Espaco de configuracdo)

Seja M uma superficie compacta (ou para uma superficie com uma
quantidade finita de pontos retirados). Definimos o n-ésimo espago de
configuracdo de M do seguinte modo:

Fo(M) = {(@1, - ,an) € M" | 2; # 2,50 i # j}.

| A

Grupos de Trancas Pura da superficie M

O grupo de trancas puras de M com n cordas é definido por:

™ (FH(M)7 (pla T 7pn));

onde (p1,--+ ,pn) é um ponto base em F,,(M). Denotamos por P,(M).

4
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O grupo das permutacdes S,, age livremente em F,, (M) pela permutacdes
das coordenadas. Assim, ao quociente IF,,()M)/S,, denotaremos por
F(M).

Grupo de trancgas (total) da superficie M

O grupo de trangas (total) de M com n cordas é definido por

BR(M> = Trl(IFn(M)? [(plv T 7pn)])7

onde [(p17 e ,pn)] é um ponto base em FH(M)a [(p17 Tt 7pn)] €

[(p1,- - ,pn)] denota a classe de (p1,--- ,pp) em F(M).

Observemos que, para n = 1, temos

Pl(M) = Bl(M) == 7T1(M).
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2.1 Grupo de trangas (algébrico) de uma superficie orientavel de genus g > 1
finitamente perfurada
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2 Preliminares

2.1 Grupo de trangas (algébrico) de uma superficie orientavel de genus g > 1
finitamente perfurada

[1, Theorem 1.1] Bellingeri, P. Apresentacdo. 2014.

Sejam g > 1, n > 1e p > 1. Entdo o grupo de n trancas da superficie
M, , admite a seguinte apresentacao
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2 Preliminares
2.1 Grupo de trangas (algébrico) de uma superficie orientavel de genus g > 1
finitamente perfurada

[1, Theorem 1.1] Bellingeri, P. Apresentacdo. 2014.

Sejam g > 1, n > 1e p > 1. Entdo o grupo de n trancas da superficie
M, , admite a seguinte apresentacao

Geradores:
01,02, ,0pn—-1,01,02," " 7ag7b17b27”' 7bg7217227”' y Zp—1
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2 Preliminares
2.1 Grupo de trangas (algébrico) de uma superficie orientavel de genus g > 1
finitamente perfurada

[1, Theorem 1.1] Bellingeri, P. Apresentacdo. 2014.

Sejam g > 1, n > 1e p > 1. Entdo o grupo de n trancas da superficie
M, , admite a seguinte apresentacao

Geradores:
01,02, ,0pn—-1,01,02," " 7ag7b17b27”' 7b97217227”' y Zp—1
Relagdes:

(A) OK0; = 00k, se ’k — Z’ >1

OkOk 10k = O 10k0ky1, se 1<k <n—2
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2 Preliminares

2.1 Grupo de trangas (algébrico) de uma superficie orientavel de genus g > 1
finitamente perfurada

[1, Theorem 1.1] Bellingeri, P. Apresentacdo. 2014.

Sejam g > 1, n > 1e p > 1. Entdo o grupo de n trancas da superficie
M, , admite a seguinte apresentacao

Geradores:
01,09,y Op_1,01,0, - ,ag,b1,ba, - by, 21, 22, , Zp_1
Relagdes:
(A) OK0; = 00k, se ’k — Z’ >1
OkOk 10k = O 10k0ky1, se 1<k <n—2
(R1) ayo; = ojay, se 1<r<g;i#1;
b.o; = oib,, se 1<r<g;i#l.

(R2) oi'ayoita, = aroitarort, se 1<r<yg;
o7 oo b, = broythort, se 1< <yg.
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(R3)

/e-mail: renatodiniz@ufrb.edu.br

aflasalar = aral_lasal,
Uflbsalbr = bTUflbsal,
Jflasalbr = bral_lasal,
Uflbsalar = aTUflbsal,

o a0 b, = broy taso
25045 = 0424,

Uflzialar = aral_lzial,
Ul_lzidlbr = erl_linl,
0'1_12,5012’1 = zlal_lztal,

1

1, 1 1, —1
0-1 Zt0'1 Zt:Ztal Zt0'1 5

VII EPGMAT

sel<s<r<ag.
se 1<s<r<g.
se 1<s<r<ag.
se 1<s<r<g.

se 1<r<g.
sei#jej=1,---,p—1.

se 1<r<g,i=1,---,p—1.
se 1<r<g,t=1,---,p—1.
se 1<t<i<p-—1.

se t=1,---,p—1.
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Interpretacao geométrica dos geradores

Figura: [1, Figura 5]
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Interpretacao geométrica dos geradores

Figura: [1, Figura 5]

Notacao
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2 Preliminares

2.1 Grupo de trangas puras (algébrico) de uma superficie orientavel de genus g > 1
finitamente perfurada
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2 Preliminares
2.1 Grupo de trangas puras (algébrico) de uma superficie orientavel de genus g > 1
finitamente perfurada

[1, Theorem 5.1] Bellingeri, P. On presentations of
surface braid groups. 2014.

Sejam g > 1, n>1ep> 1. Entdo o grupo de trancas puras da superficie
M, ,, admite a seguinte apresentacao
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2 Preliminares

2.1 Grupo de trangas puras (algébrico) de uma superficie orientavel de genus g > 1
finitamente perfurada

[1, Theorem 5.1] Bellingeri, P. On presentations of
surface braid groups. 2014.

Sejam g > 1, n>1ep> 1. Entdo o grupo de trancas puras da superficie
M, ,, admite a seguinte apresentacao

Geradores: A;j, onde 1 <i<2g+p+n—2,
20+p<j<29+p+tn—-lei<y.
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2 Preliminares

2.1 Grupo de trangas puras (algébrico) de uma superficie orientavel de genus g > 1
finitamente perfurada

[1, Theorem 5.1] Bellingeri, P. On presentations of

surface braid groups. 2014.

Sejam g > 1, n>1ep> 1. Entdo o grupo de trancas puras da superficie
M, ,, admite a seguinte apresentacao

Geradores: A;j, onde 1 <i<2g+p+n—2,
20+p<j<29+p+tn—1lev<y.
Relacdes:
(PR1) A J A Aij= A sei<j<r<s our+1<i<j<s,
out=r+1<j<s, para r par, menor do que 2g ou r > 2g.
(PR2) AZ}A',sAi,j = .AZ"S.A]',S.A;’;, se 1< j<s.
(PR3) AZ}A@S.AZ',]' = Ai,sAjysAmAj_,slAi_’Sl, se 1< j<s;
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(PR4) -A;lei,sAi,] A; sA] sA 1A 1~Ar sAj,sAi sA Al ;50 S€ 1+1<
ou i+1:r<j<s para r impar, r<29 ou r > 2g.

(ERl) r— 1]Arsv47' ly—Ars-Ar ls-A]sAr 1,5, S€ T par € T<2g

(ER2) ‘Ar+1 ]Ar s-ArJrl J = ArJrl SA_] s-A7~+1 sAr,sAj,sAr+1,s-Aj,sArJrl,s7

se r impar e 1 < 2g.
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(PR4) A;lei,sAi,] A; sA] sA 1A 1~Ar sAj,sAz sA ‘Az ;50 S€ 1+1<
ou i+1—r<j<s para r impar, r<29 ou r > 2g.

(ERl) r— 1]Arsv4r ly—Ars-Ar ls-A]sAr 1,5, S€ T par € T<2g

(ER2) ‘Ar+1 ]Ar s-ArJrl J = ArJrl SA_] S-A7~+1 SAT,SA],SAT+1,s-A],sArJrl,s7

se r impar e 7 < 2g.

Notacao

Pn (MQ’P)
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Figura: [1, Figura 8]

AI.ZWJ

A 2g+p+1, 2g+p+n-1

enatodinizQufrb.edu.br VII EPGMAT Novembro de 2019 12 /30



arnaldo garcia
yves lequain

75

Renato Diniz/e-mail: renatodinizQufrb.edu.br

VII EPGMAT

Novembro de 2019

DAy
13/30



2 Preliminares

2.2 Grupos cristalograficos (Caracteriza¢do algébrica)
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2 Preliminares

2.2 Grupos cristalograficos (Caracteriza¢do algébrica)

Seja G um grupo. Uma representacao inteira de G com rank n é um
homomorfismo ¢: G — Aut(Z").
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2 Preliminares

2.2 Grupos cristalograficos (Caracteriza¢do algébrica)

Seja G um grupo. Uma representacao inteira de G com rank n é um
homomorfismo ¢: G — Aut(Z").

Grupos Cristalograficos

Seja IT um grupo. Entdo II é um grupo cristalografico se, e somente se,
existe n € N e uma sequéncia exata curta
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2 Preliminares

2.2 Grupos cristalograficos (Caracteriza¢do algébrica)

Seja G um grupo. Uma representacao inteira de G com rank n é um
homomorfismo ¢: G — Aut(Z").

Grupos Cristalograficos

Seja IT um grupo. Entdo II é um grupo cristalografico se, e somente se,
existe n € N e uma sequéncia exata curta

1 —2Z"—0O-5G—1 (1)

tal que:

@ G é finito, e

Novembro de 2019 14 /30
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2 Preliminares

2.2 Grupos cristalograficos (Caracteriza¢do algébrica)

Seja G um grupo. Uma representacao inteira de G com rank n é um
homomorfismo ¢: G — Aut(Z").

Grupos Cristalograficos

Seja IT um grupo. Entdo II é um grupo cristalografico se, e somente se,
existe n € N e uma sequéncia exata curta

1 —2Z"—0O-5G—1 (1)

tal que:
@ G é finito, e

@ a representagdo ¢: G — Aut(Z"), induzida por conjugagdo em Z"
e definida por ¢(7)(z) = axa~!, onde x € Z", 7 € G e a € II é tal
que m(a) = T, é injetiva.
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2.2 Grupos cristalograficos

@ O grupo G é chamado grupo de holonomia de II, e ¢ é chamada a
representacao de holonomia de II;
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2.2 Grupos cristalograficos

@ O grupo G é chamado grupo de holonomia de II, e ¢ é chamada a
representacao de holonomia de II;

@ Sobre grupos de Bieberbach referénciamos o livro Almost-Bieberbach
Groups: Affine and Polynomial Structures, do autor K. Dekimpe.
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3.1 O grupo quociente B, (M,,)/ P/ (M,,) é
grupo cristalografico

Teorema 1
Sejam g > 1, n > 1 e p > 1. Existe uma sequéncia exata curta

1 — zGotp=Un 5 B (M,,) /P (M,,) = Sp — 1

e o grupo By, (M, )/ P),(Mg,) é um grupo cristalografico.
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3.1 O grupo quociente Bn(]\[gp)/P/ ]\[(/p)

grupo cristalografico

Representacdo de Holonomia
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3.1 O grupo quociente B, (M,,)/ P/ (M,,) é
grupo cristalografico

Representacdo de Holonomia

Lema 2 (A¢do por conjugagdo de B, (M,,) em
P.(M,,))

Sejamg>1,n>1,p>1,1<i<29+p—1,
20+p<j<29+p+n—-—1lec=2g+p.

Entdo a agdo por conjugacdo do grupo de trangas By (M), no subgrupo
de trancas puras P, (M, ) é dada por:

Novembro de 2019 17 /30
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3.1 O grupo quociente B,,(M,,)/P/(M,,) é um
grupo cristalografico

Representacdo de Holonomia

Lema 2 (A¢do por conjugagdo de B, (M,,) em
P.(M,,))

Sejamg>1,n>1,p>1,1<i<25+p— 1,
20+p<j<29g+p+n—-lec=29+p.

Entdo a agdo por conjugacdo do grupo de trangas By (M), no subgrupo
de trancas puras P, (M, ) é dada por:

-1 1 .
(a) onAijoy = Actb—tetbdij—1 AL g 1 SER =] — ¢

(b) orAijo; ' =
.A;’jlAi,j+1Ac7c+1Ai,jA;61+1, sek=j—c+1lej—c=0,
ij+1s sek=j—c+1lej—c#0,

Novembro de 2019
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(c) opAijor ' =Aij,sek<j—c—louk>j—c+2.
() aypprAnea, =
A g, sei<c<r<s,our+l<i<c<s,
0ui—7‘—|—1<c<s,pararpar, menor do que 2g ou 7 > 2g;
A,SACSAZS, se i<c<s e r=c
AZSACSAZSAC;AH, se i<c<Ss er=i
AjsAc,sA; LA 1ATSACSAHAC;AZS, se i+l<r<c<s,
ou i+1l=r<j<s,
para r impar, r <2g ou r > 2g;

quando 7 é pare 1 < i < 2g.
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) -1 _
(&) by w1 yrArsb "usryy =

A g,sei<c<r<s,our+l<i<c<s,

oui:r—|—1<c<s, para r par, menor do que 2g ou r > 2g;

AZSACSAZS, se i<c<s e r=c

AZSACSAZS.AC;AZS, se i<c<s er=i

AzsAcsA 1»’4 IATSACSAZSAcsAzsa se t+1l<r<c<s

ou i+1=r<j<s,

para r impar, r <2g ou r > 2g;

quando ¢ é impare 1 <1 < 2g.
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(f) ziAryszfl =
Ars,sei<c<r<s,our+l<i<c<soui=r+1<c<s,
pararpar, menor do que 2g ou r > 2g;
AZS.ACS.AZS, se i1<c<s e r=c
AZSACSAZSAC;AZS, se i<c<s er=i
AzsAcsA 1-'4 lATsAcsAzsAc;Alsv se t+1l1<r<c<s
ou i+1l=r<j<s,
para r impar, r <2g ou r > 2g;
quando 2g+1<i<2g9g+p—1.
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Lema 3 (Representacdo Integral)

Sejag>1,n>1ep>1. Seja o homomorfismo
7 Bp (M, 7p)/P’( ) —

induzido por 7.
Se a € B, (Myy) /PL(My,) ew(a!)=71€5,, entdo

&Ai,joz = .AZ ()

em P, (Mgp) /P (Mgp), onde1 <i<2g+p—1e
20+p<j<29+p—-1+n.
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3.1 O grupo quociente Bn(]\[gp)/P/ ]\[(/p)

grupo cristalografico

Apresentacdo
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3.1 O grupo quociente B, (M,,)/ P/ (M,,) é
grupo cristalografico

Apresentacdo

Teorema 4 (Apresentacdo de B, (M,,)/P)(M,,))
Sejamg>1,n>1ep>1. O grupo

By, (Myp) /P, (Mgp)

admite a seguinte apresentagao:
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3.1 O grupo quociente B, (M,,)/ P/ (M,,) é
grupo cristalografico

Apresentacdo

Teorema 4 (Apresentacdo de B, (M,,)/P)(M,,))
Sejamg>1,n>1ep>1. O grupo

By, (Myp) /P, (Mgp)

admite a seguinte apresentagao:

@ Geradores: {o1,09, -+ ,0n—1}U{A;; |1<i<2g+p—1,29+p<
j<29+p+n—1i<j}
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3.1 O grupo quociente B, (M,,)/ P/ (M,,) é
grupo cristalografico

Apresentacdo

Teorema 4 (Apresentacdo de B, (M,,)/P)(M,,))
Sejamg>1,n>1ep>1. O grupo

By, (Myp) /P, (Mgp)

admite a seguinte apresentagao:

@ Geradores: {o1,09, -+ ,0n—1}U{A;; |1<i<2g+p—1,29+p<
j<29+p+n—1i<j}

@ Relagdes

~ . 003 = 0;0 se |k —i| > 1;
(a) relacdes de Artin: ~F7T T Tk | > 5
OkOk+10k = Ok4+10k0k+1, S€1§/€§n—2.
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(b) 62 =1, paratodoi=1,---,n— 1.

(c) Ai; comuta com A, g, paratodo 1 <i,7r<29+p—1
29+p<j,s<29+p+n—1

Aij-1, sek=j—2g—-p+1,
(d) O-kAi,jO-k_lz Ai,j? Sek#j_Qg_p+17j_29_p+27
Aijr1, sek=j—29—p+2.
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(b) 62 =1, paratodoi=1,---,n— 1.

(c) Ai; comuta com A, g, paratodo 1 <i,7r<29+p—1
29+p<j,s<29+p+n—1

Aij—1, sek=7—-29—p+1,
(d) O-kAi,jO-k_l: Ai,j? Sek#]_Qg_p‘i‘L]_Qg_p‘f‘Z
Aijy1, sek=j—29g—p+2.

Corolario 5

A sequéncia exata curta

1 — zGotr=On 5 B (M,,) /P (M) = Sp — 1,

cinde, isto é,

By (Myyp) /P (M) 2 Sy, xg, Z29HP= 1,
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3.2 Tor¢do do grupo B, (M, ,)/P,(M,,)

Definicao
Sejamg>1,p>1en > 1. O elemento

Njk = 0j4+(k—2)0 j+(k—2)—1 """ 0j

em B,(My,)/P,(Mgyyp), com k > 2.
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3.2 Torgdo do grupo B,(M,,)/ P (M,,)

Caracterizacdo dos elementos de ordem finita
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3.2 Tor¢do do grupo B, (M, ,)/P,(M,,)

Caracterizacdo dos elementos de ordem finita

Teorema 6
Sejag>1,n>2,p>lef=29g+p—1. Seja2<k) <ky<-- <k,
t

com Y kj<ne
=

N =M1k M+ki ko "7 =1
14+ kike
=1

em B, (My,)/P,(M,,), esejad =7r(n"t) €S, e
A= H ATH A" - A" € Pu(Moy) [Py (M),

onde m; g1, M4 f12," ;M fin € L.
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Entdo n.A possui ordem mmc(kq,--- , k) se, e somente se, para cada
j € Ty, o sistema de equacdes:

> mig=0,
q€0g ()

Z maq = O’
q€0(j)

Z miq = 07
q€04(j)

> myq=0,
q€0(j)

possui solucdo no conjunto dos inteiros.
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3.3 Classe de Conjugacao dos elementos de ordem

finita de B, (M, )/ P (M)
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3.3 Classe de Conjugacao dos elementos de ordem

finita de B, (M,,)/P.(M,,)

Teorema 7

Seja g > 1,n > 1, p > 1. Dois elementos em B, (M, )/ P, (My,) de
ordem k sdo conjugados se, e somente se, as permutacdes associadas as
suas imagens em S,, possuem o mesmo tipo ciclico.
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3.3 Classe de Conjugacao dos elementos de ordem
finita de B, (M,,)/P.(M,,)

Teorema 7

Seja g > 1,n > 1, p > 1. Dois elementos em B, (M, )/ P, (My,) de
ordem k sdo conjugados se, e somente se, as permutacdes associadas as
suas imagens em S,, possuem o mesmo tipo ciclico.

Corolario 8

Dois subgrupos ciclicos de By, (M, )/ P, (Mgy,) de ordem k séo
conjugados se, e somente se, suas imagens por 7 sdo conjugadas em S,,.

| \

V.
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