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2 Preliminares

Grupo de tranças de superf́ıcies

Grupos cristalográficos
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Contexto Histórico

”This bridge between braid theory and the crystallographic groups is new
in the literature.”

A quotient of the Artin braids groups related to
crystallographic groups
Gonçalves, D. Guaschi L. J. and Ocampo, O. Journal of Algebra 474,
393-423, 2017.
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2 Preliminares
2.1 Grupo de tranças (total) e grupo de tranças puras de uma superf́ıcie

Definição (Espaço de configuração)
Seja 𝑀 uma superf́ıcie compacta (ou para uma superf́ıcie com uma
quantidade finita de pontos retirados). Definimos o 𝑛-ésimo espaço de
configuração de 𝑀 do seguinte modo:

F𝑛(𝑀) = {(𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) ∈ 𝑀𝑛 | 𝑥𝑖 ̸= 𝑥𝑗 , se 𝑖 ̸= 𝑗}.

Grupos de Tranças Pura da superf́ıcie 𝑀
O grupo de tranças puras de 𝑀 com 𝑛 cordas é definido por:

𝜋1 (F𝑛(𝑀), (𝑝1, · · · , 𝑝𝑛)) ,

onde (𝑝1, · · · , 𝑝𝑛) é um ponto base em F𝑛(𝑀). Denotamos por 𝑃𝑛(𝑀).
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O grupo das permutações 𝑆𝑛 age livremente em F𝑛(𝑀) pela permutações
das coordenadas. Assim, ao quociente F𝑛(𝑀)/𝑆𝑛 denotaremos por
F̄𝑛(𝑀).

Grupo de tranças (total) da superf́ıcie 𝑀

O grupo de tranças (total) de 𝑀 com 𝑛 cordas é definido por

𝐵𝑛(𝑀) = 𝜋1(F̄𝑛(𝑀), [(𝑝1, · · · , 𝑝𝑛)]),

onde [(𝑝1, · · · , 𝑝𝑛)] é um ponto base em F̄𝑛(𝑀), [(𝑝1, · · · , 𝑝𝑛)] e
[(𝑝1, · · · , 𝑝𝑛)] denota a classe de (𝑝1, · · · , 𝑝𝑛) em F̄(𝑀).

Observemos que, para 𝑛 = 1, temos

𝑃1(𝑀) = 𝐵1(𝑀) = 𝜋1(𝑀).
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2 Preliminares
2.1 Grupo de tranças (algébrico) de uma superf́ıcie orientável de genus 𝑔 ≥ 1
finitamente perfurada

[1, Theorem 1.1] Bellingeri, P. Apresentação. 2014.
Sejam 𝑔 ≥ 1, 𝑛 ≥ 1 e 𝑝 ≥ 1. Então o grupo de 𝑛 tranças da superf́ıcie
𝑀𝑔,𝑝 admite a seguinte apresentação

Geradores:
𝜎1, 𝜎2, · · · , 𝜎𝑛−1, 𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑔, 𝑏1, 𝑏2, · · · , 𝑏𝑔, 𝑧1, 𝑧2, · · · , 𝑧𝑝−1
Relações:
(𝐴) 𝜎𝑘𝜎𝑖 = 𝜎𝑖𝜎𝑘, se |𝑘 − 𝑖| > 1

𝜎𝑘𝜎𝑘+1𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+1𝜎𝑘𝜎𝑘+1, se 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 2
(𝑅1) 𝑎𝑟𝜎𝑖 = 𝜎𝑖𝑎𝑟, se 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑔; 𝑖 ̸= 1;

𝑏𝑟𝜎𝑖 = 𝜎𝑖𝑏𝑟, se 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑔; 𝑖 ̸= 1.

(𝑅2) 𝜎−1
1 𝑎𝑟𝜎−1

1 𝑎𝑟 = 𝑎𝑟𝜎−1
1 𝑎𝑟𝜎−1

1 , se 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑔;
𝜎−1

1 𝑏𝑟𝜎−1
1 𝑏𝑟 = 𝑏𝑟𝜎−1

1 𝑏𝑟𝜎−1
1 , se 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑔.
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(𝑅3) 𝜎−1
1 𝑎𝑠𝜎1𝑎𝑟 = 𝑎𝑟𝜎−1

1 𝑎𝑠𝜎1, se 1 ≤ 𝑠 < 𝑟 ≤ 𝑔.

𝜎−1
1 𝑏𝑠𝜎1𝑏𝑟 = 𝑏𝑟𝜎−1

1 𝑏𝑠𝜎1, se 1 ≤ 𝑠 < 𝑟 ≤ 𝑔.

𝜎−1
1 𝑎𝑠𝜎1𝑏𝑟 = 𝑏𝑟𝜎−1

1 𝑎𝑠𝜎1, se 1 ≤ 𝑠 < 𝑟 ≤ 𝑔.

𝜎−1
1 𝑏𝑠𝜎1𝑎𝑟 = 𝑎𝑟𝜎−1

1 𝑏𝑠𝜎1, se 1 ≤ 𝑠 < 𝑟 ≤ 𝑔.

(𝑅4) 𝜎−1
1 𝑎𝑟𝜎−1

1 𝑏𝑟 = 𝑏𝑟𝜎−1
1 𝑎𝑠𝜎−1

1 , se 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑔.
(𝑅5) 𝑧𝑗𝜎𝑖 = 𝜎𝑖𝑧𝑗 , se 𝑖 ̸= 𝑗 𝑒 𝑗 = 1, · · · , 𝑝 − 1.

(𝑅6) 𝜎−1
1 𝑧𝑖𝜎1𝑎𝑟 = 𝑎𝑟𝜎−1

1 𝑧𝑖𝜎1, se 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑔, 𝑖 = 1, · · · , 𝑝 − 1.

𝜎−1
1 𝑧𝑖𝜎1𝑏𝑟 = 𝑏𝑟𝜎−1

1 𝑧𝑖𝜎1, se 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑔, 𝑖 = 1, · · · , 𝑝 − 1.

(𝑅7) 𝜎−1
1 𝑧𝑡𝜎1𝑧𝑙 = 𝑧𝑙𝜎

−1
1 𝑧𝑡𝜎1, se 1 ≤ 𝑡 < 𝑙 ≤ 𝑝 − 1.

(𝑅8) 𝜎−1
1 𝑧𝑡𝜎

−1
1 𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝜎

−1
1 𝑧𝑡𝜎

−1
1 , se 𝑡 = 1, · · · , 𝑝 − 1.
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Interpretação geométrica dos geradores

Figura: [1, Figura 5]

Notação
𝐵𝑛 (𝑀𝑔,𝑝) .
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2 Preliminares
2.1 Grupo de tranças puras (algébrico) de uma superf́ıcie orientável de genus 𝑔 ≥ 1
finitamente perfurada

[1, Theorem 5.1] Bellingeri, P. On presentations of
surface braid groups. 2014.
Sejam 𝑔 ≥ 1, 𝑛 ≥ 1 e 𝑝 ≥ 1. Então o grupo de tranças puras da superf́ıcie
𝑀𝑔,𝑝, admite a seguinte apresentação

Geradores: 𝒜𝑖,𝑗 , onde 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑔 + 𝑝 + 𝑛 − 2,
2𝑔 + 𝑝 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑔 + 𝑝 + 𝑛 − 1 e 𝑖 < 𝑗.
Relações:
(𝑃𝑅1) 𝒜−1

𝑖,𝑗 𝒜𝑟,𝑠𝒜𝑖,𝑗 = 𝒜𝑟,𝑠, se 𝑖 < 𝑗 < 𝑟 < 𝑠, ou 𝑟 + 1 < 𝑖 < 𝑗 < 𝑠,

ou 𝑖 = 𝑟 + 1 < 𝑗 < 𝑠, para 𝑟 par, menor do que 2𝑔 ou 𝑟 ≥ 2𝑔.

(𝑃𝑅2) 𝒜−1
𝑖,𝑗 𝒜𝑗,𝑠𝒜𝑖,𝑗 = 𝒜𝑖,𝑠𝒜𝑗,𝑠𝒜−1

𝑖,𝑠 , se 𝑖 < 𝑗 < 𝑠.

(𝑃𝑅3) 𝒜−1
𝑖,𝑗 𝒜𝑖,𝑠𝒜𝑖,𝑗 = 𝒜𝑖,𝑠𝒜𝑗,𝑠𝒜𝑖,𝑠𝒜−1
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(𝑃𝑅4) 𝒜−1
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𝑗,𝑠 𝒜𝑟,𝑠𝒜𝑗,𝑠𝒜𝑖,𝑠𝒜−1

𝑗,𝑠 𝒜−1
𝑖,𝑠 , se 𝑖 + 1 < 𝑟 < 𝑗 < 𝑠

ou 𝑖 + 1 = 𝑟 < 𝑗 < 𝑠, para 𝑟 ı́mpar, 𝑟 < 2𝑔 ou 𝑟 > 2𝑔.

(𝐸𝑅1) 𝒜−1
𝑟−1,𝑗𝒜𝑟,𝑠𝒜𝑟−1,𝑗 = 𝒜𝑟,𝑠𝒜𝑟−1,𝑠𝒜𝑗,𝑠𝐴𝑟−1,𝑠, se 𝑟 par e 𝑟 ≤ 2𝑔.

(𝐸𝑅2) 𝒜−1
𝑟+1,𝑗𝒜𝑟,𝑠𝒜𝑟+1,𝑗 = 𝒜𝑟+1,𝑠𝒜𝑗,𝑠𝒜−1

𝑟+1,𝑠𝒜𝑟,𝑠𝒜𝑗,𝑠𝒜𝑟+1,𝑠𝒜𝑗,𝑠𝒜𝑟+1,𝑠,

se 𝑟 ı́mpar e 𝑟 < 2𝑔.

Notação
𝑃𝑛 (𝑀𝑔,𝑝)
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Figura: [1, Figura 8]
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2 Preliminares
2.2 Grupos cristalográficos (Caracterização algébrica)

Seja 𝐺 um grupo. Uma representação inteira de 𝐺 com rank 𝑛 é um
homomorfismo 𝜙 : 𝐺 → 𝐴𝑢𝑡(Z𝑛).

Grupos Cristalográficos
Seja Π um grupo. Então Π é um grupo cristalográfico se, e somente se,
existe 𝑛 ∈ N e uma sequência exata curta

1 −→ Z𝑛 −→ Π 𝜋−→ 𝐺 −→ 1 (1)

tal que:

𝐺 é finito, e

a representação 𝜙 : 𝐺 −→ 𝐴𝑢𝑡(Z𝑛), induzida por conjugação em Z𝑛

e definida por 𝜙(𝜏)(𝑥) = 𝛼𝑥𝛼−1, onde 𝑥 ∈ Z𝑛,𝜏 ∈ 𝐺 e 𝛼 ∈ Π é tal
que 𝜋(𝛼) = 𝜏 , é injetiva.
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Seja 𝐺 um grupo. Uma representação inteira de 𝐺 com rank 𝑛 é um
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2.2 Grupos cristalográficos

O grupo 𝐺 é chamado grupo de holonomia de Π, e 𝜙 é chamada a
representação de holonomia de Π;

Sobre grupos de Bieberbach referênciamos o livro Almost-Bieberbach
Groups: Affine and Polynomial Structures, do autor K. Dekimpe.
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3.1 O grupo quociente 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝) é um

grupo cristalográfico

Teorema 1
Sejam 𝑔 ≥ 1, 𝑛 ≥ 1 e 𝑝 ≥ 1. Existe uma sequência exata curta

1 −→ Z(2𝑔+𝑝−1)𝑛 −→ 𝐵𝑛 (𝑀𝑔,𝑝) /𝑃 ′
𝑛 (𝑀𝑔,𝑝) �̄�−→ 𝑆𝑛 −→ 1

e o grupo 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝) é um grupo cristalográfico.
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3.1 O grupo quociente 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝) é um

grupo cristalográfico
Representação de Holonomia

Lema 2 (Ação por conjugação de 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝) em
𝑃𝑛(𝑀𝑔,𝑝))
Sejam 𝑔 ≥ 1, 𝑛 ≥ 1, 𝑝 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑔 + 𝑝 − 1,
2𝑔 + 𝑝 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑔 + 𝑝 + 𝑛 − 1 e 𝑐 = 2𝑔 + 𝑝.
Então a ação por conjugação do grupo de tranças 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝), no subgrupo
de tranças puras 𝑃𝑛(𝑀𝑔,𝑝) é dada por:

(a) 𝜎𝑘𝒜𝑖,𝑗𝜎−1
𝑘 = 𝒜𝑐+𝑘−1,𝑐+𝑘𝒜𝑖,𝑗−1𝒜−1

𝑐+𝑘−1,𝑐+𝑘, se 𝑘 = 𝑗 − 𝑐.

(b) 𝜎𝑘𝒜𝑖,𝑗𝜎−1
𝑘 ={︃

𝒜−1
𝑖,𝑗 𝒜𝑖,𝑗+1𝒜𝑐,𝑐+1𝒜𝑖,𝑗𝒜−1

𝑐,𝑐+1, se 𝑘 = 𝑗 − 𝑐 + 1 e 𝑗 − 𝑐 = 0,

𝒜𝑖,𝑗+1, se 𝑘 = 𝑗 − 𝑐 + 1 e 𝑗 − 𝑐 ̸= 0,
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grupo cristalográfico
Representação de Holonomia

Lema 2 (Ação por conjugação de 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝) em
𝑃𝑛(𝑀𝑔,𝑝))
Sejam 𝑔 ≥ 1, 𝑛 ≥ 1, 𝑝 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑔 + 𝑝 − 1,
2𝑔 + 𝑝 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑔 + 𝑝 + 𝑛 − 1 e 𝑐 = 2𝑔 + 𝑝.
Então a ação por conjugação do grupo de tranças 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝), no subgrupo
de tranças puras 𝑃𝑛(𝑀𝑔,𝑝) é dada por:

(a) 𝜎𝑘𝒜𝑖,𝑗𝜎−1
𝑘 = 𝒜𝑐+𝑘−1,𝑐+𝑘𝒜𝑖,𝑗−1𝒜−1

𝑐+𝑘−1,𝑐+𝑘, se 𝑘 = 𝑗 − 𝑐.

(b) 𝜎𝑘𝒜𝑖,𝑗𝜎−1
𝑘 ={︃

𝒜−1
𝑖,𝑗 𝒜𝑖,𝑗+1𝒜𝑐,𝑐+1𝒜𝑖,𝑗𝒜−1

𝑐,𝑐+1, se 𝑘 = 𝑗 − 𝑐 + 1 e 𝑗 − 𝑐 = 0,

𝒜𝑖,𝑗+1, se 𝑘 = 𝑗 − 𝑐 + 1 e 𝑗 − 𝑐 ̸= 0,
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(c) 𝜎𝑘𝒜𝑖,𝑗𝜎−1
𝑘 = 𝒜𝑖,𝑗 , se 𝑘 ≤ 𝑗 − 𝑐 − 1 ou 𝑘 ≥ 𝑗 − 𝑐 + 2.

(d) 𝑎𝑔− 𝑖
2 +1𝒜𝑟,𝑠𝑎−1

𝑔− 𝑖
2 +1 =⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝒜𝑟,𝑠, se 𝑖 < 𝑐 < 𝑟 < 𝑠, ou 𝑟 + 1 < 𝑖 < 𝑐 < 𝑠,
ou 𝑖 = 𝑟 + 1 < 𝑐 < 𝑠, para 𝑟 par, menor do que 2𝑔 ou 𝑟 ≥ 2𝑔;

𝒜𝑖,𝑠𝒜𝑐,𝑠𝒜−1
𝑖,𝑠 , se 𝑖 < 𝑐 < 𝑠 e 𝑟 = 𝑐;

𝒜𝑖,𝑠𝒜𝑐,𝑠𝒜𝑖,𝑠𝒜−1
𝑐,𝑠 𝒜−1

𝑖,𝑠 , se 𝑖 < 𝑐 < 𝑠 e 𝑟 = 𝑖;
𝒜𝑖,𝑠𝒜𝑐,𝑠𝒜−1

𝑖,𝑠 𝒜−1
𝑐,𝑠 𝒜𝑟,𝑠𝒜𝑐,𝑠𝒜𝑖,𝑠𝒜−1

𝑐,𝑠 𝒜−1
𝑖,𝑠 , se 𝑖 + 1 < 𝑟 < 𝑐 < 𝑠,

ou 𝑖 + 1 = 𝑟 < 𝑗 < 𝑠,
para 𝑟 ı́mpar, 𝑟 < 2𝑔 ou 𝑟 > 2𝑔;

quando 𝑖 é par e 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑔.
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(e) 𝑏𝑔− 𝑖+1
2 +1𝒜𝑟,𝑠𝑏−1

𝑔− 𝑖+1
2 +1 =⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝒜𝑟,𝑠, se 𝑖 < 𝑐 < 𝑟 < 𝑠, ou 𝑟 + 1 < 𝑖 < 𝑐 < 𝑠,
ou 𝑖 = 𝑟 + 1 < 𝑐 < 𝑠, para 𝑟 par, menor do que 2𝑔 ou 𝑟 ≥ 2𝑔;

𝒜𝑖,𝑠𝒜𝑐,𝑠𝒜−1
𝑖,𝑠 , se 𝑖 < 𝑐 < 𝑠 e 𝑟 = 𝑐;

𝒜𝑖,𝑠𝒜𝑐,𝑠𝒜𝑖,𝑠𝒜−1
𝑐,𝑠 𝒜−1

𝑖,𝑠 , se 𝑖 < 𝑐 < 𝑠 e 𝑟 = 𝑖

𝒜𝑖,𝑠𝒜𝑐,𝑠𝒜−1
𝑖,𝑠 𝒜−1

𝑐,𝑠 𝒜𝑟,𝑠𝒜𝑐,𝑠𝒜𝑖,𝑠𝒜−1
𝑐,𝑠 𝒜−1

𝑖,𝑠 , se 𝑖 + 1 < 𝑟 < 𝑐 < 𝑠

ou 𝑖 + 1 = 𝑟 < 𝑗 < 𝑠,
para 𝑟 ı́mpar, 𝑟 < 2𝑔 ou 𝑟 > 2𝑔;

quando 𝑖 é ı́mpar e 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑔.
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(f) 𝑧𝑖𝒜𝑟,𝑠𝑧−1
𝑖 =⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝒜𝑟,𝑠, se 𝑖 < 𝑐 < 𝑟 < 𝑠, ou 𝑟 + 1 < 𝑖 < 𝑐 < 𝑠, ou 𝑖 = 𝑟 + 1 < 𝑐 < 𝑠,
para 𝑟 par, menor do que 2𝑔 ou 𝑟 ≥ 2𝑔;

𝒜𝑖,𝑠𝒜𝑐,𝑠𝒜−1
𝑖,𝑠 , se 𝑖 < 𝑐 < 𝑠 e 𝑟 = 𝑐;

𝒜𝑖,𝑠𝒜𝑐,𝑠𝒜𝑖,𝑠𝒜−1
𝑐,𝑠 𝒜−1

𝑖,𝑠 , se 𝑖 < 𝑐 < 𝑠 e 𝑟 = 𝑖

𝒜𝑖,𝑠𝒜𝑐,𝑠𝒜−1
𝑖,𝑠 𝒜−1

𝑐,𝑠 𝒜𝑟,𝑠𝒜𝑐,𝑠𝒜𝑖,𝑠𝒜−1
𝑐,𝑠 𝒜−1

𝑖,𝑠 , se 𝑖 + 1 < 𝑟 < 𝑐 < 𝑠

ou 𝑖 + 1 = 𝑟 < 𝑗 < 𝑠,
para 𝑟 ı́mpar, 𝑟 < 2𝑔 ou 𝑟 > 2𝑔;

quando 2𝑔 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑔 + 𝑝 − 1.
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Lema 3 (Representação Integral)
Seja 𝑔 ≥ 1, 𝑛 ≥ 1 e 𝑝 ≥ 1. Seja o homomorfismo

�̄� : 𝐵𝑛 (𝑀𝑔,𝑝) /𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝) −→ 𝑆𝑛

induzido por 𝜋.
Se �̄� ∈ 𝐵𝑛 (𝑀𝑔,𝑝) /𝑃 ′

𝑛(𝑀𝑔,𝑝) e �̄�
(︀
�̄�−1)︀

= 𝜏 ∈ 𝑆𝑛, então

�̄�𝒜𝑖,𝑗�̄�−1 = 𝒜𝑖,𝜏(𝑗)

em 𝑃𝑛 (𝑀𝑔,𝑝) /𝑃 ′
𝑛 (𝑀𝑔,𝑝), onde 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑔 + 𝑝 − 1 e

2𝑔 + 𝑝 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑔 + 𝑝 − 1 + 𝑛.
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3.1 O grupo quociente 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝) é um

grupo cristalográfico
Apresentação

Teorema 4 (Apresentação de 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝))

Sejam 𝑔 ≥ 1, 𝑛 ≥ 1 e 𝑝 ≥ 1. O grupo

𝐵𝑛 (𝑀𝑔,𝑝) /𝑃 ′
𝑛 (𝑀𝑔,𝑝)

admite a seguinte apresentação:

1 Geradores: {𝜎1, 𝜎2, · · · , 𝜎𝑛−1} ∪ {𝒜𝑖,𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑔 + 𝑝 − 1, 2𝑔 + 𝑝 ≤
𝑗 ≤ 2𝑔 + 𝑝 + 𝑛 − 1, 𝑖 < 𝑗}

2 Relações

(a) relações de Artin: 𝜎𝑘𝜎𝑖 = 𝜎𝑖𝜎𝑘, se |𝑘 − 𝑖| > 1;
𝜎𝑘𝜎𝑘+1𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+1𝜎𝑘𝜎𝑘+1, se 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 2.
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3.1 O grupo quociente 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝) é um

grupo cristalográfico
Apresentação

Teorema 4 (Apresentação de 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝))

Sejam 𝑔 ≥ 1, 𝑛 ≥ 1 e 𝑝 ≥ 1. O grupo

𝐵𝑛 (𝑀𝑔,𝑝) /𝑃 ′
𝑛 (𝑀𝑔,𝑝)

admite a seguinte apresentação:

1 Geradores: {𝜎1, 𝜎2, · · · , 𝜎𝑛−1} ∪ {𝒜𝑖,𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑔 + 𝑝 − 1, 2𝑔 + 𝑝 ≤
𝑗 ≤ 2𝑔 + 𝑝 + 𝑛 − 1, 𝑖 < 𝑗}

2 Relações

(a) relações de Artin: 𝜎𝑘𝜎𝑖 = 𝜎𝑖𝜎𝑘, se |𝑘 − 𝑖| > 1;
𝜎𝑘𝜎𝑘+1𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+1𝜎𝑘𝜎𝑘+1, se 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 2.
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3.1 O grupo quociente 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝) é um

grupo cristalográfico
Apresentação

Teorema 4 (Apresentação de 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝))

Sejam 𝑔 ≥ 1, 𝑛 ≥ 1 e 𝑝 ≥ 1. O grupo

𝐵𝑛 (𝑀𝑔,𝑝) /𝑃 ′
𝑛 (𝑀𝑔,𝑝)

admite a seguinte apresentação:

1 Geradores: {𝜎1, 𝜎2, · · · , 𝜎𝑛−1} ∪ {𝒜𝑖,𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑔 + 𝑝 − 1, 2𝑔 + 𝑝 ≤
𝑗 ≤ 2𝑔 + 𝑝 + 𝑛 − 1, 𝑖 < 𝑗}

2 Relações

(a) relações de Artin: 𝜎𝑘𝜎𝑖 = 𝜎𝑖𝜎𝑘, se |𝑘 − 𝑖| > 1;
𝜎𝑘𝜎𝑘+1𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+1𝜎𝑘𝜎𝑘+1, se 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 2.
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3.1 O grupo quociente 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝) é um

grupo cristalográfico
Apresentação

Teorema 4 (Apresentação de 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝))

Sejam 𝑔 ≥ 1, 𝑛 ≥ 1 e 𝑝 ≥ 1. O grupo

𝐵𝑛 (𝑀𝑔,𝑝) /𝑃 ′
𝑛 (𝑀𝑔,𝑝)

admite a seguinte apresentação:

1 Geradores: {𝜎1, 𝜎2, · · · , 𝜎𝑛−1} ∪ {𝒜𝑖,𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑔 + 𝑝 − 1, 2𝑔 + 𝑝 ≤
𝑗 ≤ 2𝑔 + 𝑝 + 𝑛 − 1, 𝑖 < 𝑗}

2 Relações

(a) relações de Artin: 𝜎𝑘𝜎𝑖 = 𝜎𝑖𝜎𝑘, se |𝑘 − 𝑖| > 1;
𝜎𝑘𝜎𝑘+1𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+1𝜎𝑘𝜎𝑘+1, se 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 2.
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(b) 𝜎2
𝑖 = 1, para todo 𝑖 = 1, · · · , 𝑛 − 1.

(c) 𝒜𝑖,𝑗 comuta com 𝒜𝑟,𝑠, para todo 1 ≤ 𝑖, 𝑟 ≤ 2𝑔 + 𝑝 − 1
2𝑔 + 𝑝 ≤ 𝑗, 𝑠 ≤ 2𝑔 + 𝑝 + 𝑛 − 1.

(d) 𝜎𝑘𝒜𝑖,𝑗𝜎−1
𝑘 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝒜𝑖,𝑗−1, se 𝑘 = 𝑗 − 2𝑔 − 𝑝 + 1,
𝒜𝑖,𝑗 , se 𝑘 ̸= 𝑗 − 2𝑔 − 𝑝 + 1, 𝑗 − 2𝑔 − 𝑝 + 2,
𝒜𝑖,𝑗+1, se 𝑘 = 𝑗 − 2𝑔 − 𝑝 + 2.

Corolário 5
A sequência exata curta

1 −→ Z(2𝑔+𝑝−1)𝑛 −→ 𝐵𝑛 (𝑀𝑔,𝑝) /𝑃 ′
𝑛 (𝑀𝑔,𝑝) �̄�−→ 𝑆𝑛 −→ 1,

cinde, isto é,

𝐵𝑛 (𝑀𝑔,𝑝) /𝑃 ′ (𝑀𝑔,𝑝) ∼= 𝑆𝑛 n𝜙 Z(2𝑔+𝑝−1)𝑛.
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(b) 𝜎2
𝑖 = 1, para todo 𝑖 = 1, · · · , 𝑛 − 1.

(c) 𝒜𝑖,𝑗 comuta com 𝒜𝑟,𝑠, para todo 1 ≤ 𝑖, 𝑟 ≤ 2𝑔 + 𝑝 − 1
2𝑔 + 𝑝 ≤ 𝑗, 𝑠 ≤ 2𝑔 + 𝑝 + 𝑛 − 1.

(d) 𝜎𝑘𝒜𝑖,𝑗𝜎−1
𝑘 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝒜𝑖,𝑗−1, se 𝑘 = 𝑗 − 2𝑔 − 𝑝 + 1,
𝒜𝑖,𝑗 , se 𝑘 ̸= 𝑗 − 2𝑔 − 𝑝 + 1, 𝑗 − 2𝑔 − 𝑝 + 2,
𝒜𝑖,𝑗+1, se 𝑘 = 𝑗 − 2𝑔 − 𝑝 + 2.

Corolário 5
A sequência exata curta

1 −→ Z(2𝑔+𝑝−1)𝑛 −→ 𝐵𝑛 (𝑀𝑔,𝑝) /𝑃 ′
𝑛 (𝑀𝑔,𝑝) �̄�−→ 𝑆𝑛 −→ 1,

cinde, isto é,

𝐵𝑛 (𝑀𝑔,𝑝) /𝑃 ′ (𝑀𝑔,𝑝) ∼= 𝑆𝑛 n𝜙 Z(2𝑔+𝑝−1)𝑛.
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3.2 Torção do grupo 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝)

Definição
Sejam 𝑔 ≥ 1, 𝑝 ≥ 1 e 𝑛 ≥ 1. O elemento

𝜂𝑗,𝑘 = 𝜎𝑗+(𝑘−2)𝜎𝑗+(𝑘−2)−1 · · · 𝜎𝑗

em 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝), com 𝑘 ≥ 2.

Renato Diniz/e-mail: renatodiniz@ufrb.edu.br VII EPGMAT Novembro de 2019 24 / 30



3.2 Torção do grupo 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝)

Caracterização dos elementos de ordem finita

Teorema 6
Seja 𝑔 ≥ 1, 𝑛 ≥ 2, 𝑝 ≥ 1 e 𝑓 = 2𝑔 + 𝑝 − 1. Seja 2 ≤ 𝑘1 ≤ 𝑘2 ≤ · · · ≤ 𝑘𝑡,
com

𝑡∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗 ≤ 𝑛 e

𝜂 = 𝜂1,𝑘1𝜂1+𝑘1,𝑘2 · · · 𝜂
1+

𝑡−1∑︀
𝑖=1

𝑘𝑖,𝑘𝑡

em 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝), e seja 𝜃 = �̄�(𝜂−1) ∈ 𝑆𝑛 e

𝒜 =
𝑓∏︁

𝑖=1
𝒜𝑚𝑖,𝑓+1

𝑖,𝑓+1 𝒜𝑚𝑖,𝑓+2
𝑖,𝑓+2 · · · 𝒜𝑚𝑖,𝑓+𝑛

𝑖,𝑓+𝑛 ∈ 𝑃𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝),

onde 𝑚𝑖,𝑓+1, 𝑚𝑖,𝑓+2, · · · , 𝑚𝑖,𝑓+𝑛 ∈ Z.

Renato Diniz/e-mail: renatodiniz@ufrb.edu.br VII EPGMAT Novembro de 2019 25 / 30



3.2 Torção do grupo 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝)

Caracterização dos elementos de ordem finita

Teorema 6
Seja 𝑔 ≥ 1, 𝑛 ≥ 2, 𝑝 ≥ 1 e 𝑓 = 2𝑔 + 𝑝 − 1. Seja 2 ≤ 𝑘1 ≤ 𝑘2 ≤ · · · ≤ 𝑘𝑡,
com

𝑡∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗 ≤ 𝑛 e

𝜂 = 𝜂1,𝑘1𝜂1+𝑘1,𝑘2 · · · 𝜂
1+

𝑡−1∑︀
𝑖=1

𝑘𝑖,𝑘𝑡

em 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝), e seja 𝜃 = �̄�(𝜂−1) ∈ 𝑆𝑛 e

𝒜 =
𝑓∏︁

𝑖=1
𝒜𝑚𝑖,𝑓+1

𝑖,𝑓+1 𝒜𝑚𝑖,𝑓+2
𝑖,𝑓+2 · · · 𝒜𝑚𝑖,𝑓+𝑛

𝑖,𝑓+𝑛 ∈ 𝑃𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′
𝑛(𝑀𝑔,𝑝),

onde 𝑚𝑖,𝑓+1, 𝑚𝑖,𝑓+2, · · · , 𝑚𝑖,𝑓+𝑛 ∈ Z.
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Então 𝜂𝒜 possui ordem mmc(𝑘1, · · · , 𝑘𝑡) se, e somente se, para cada
𝑗 ∈ 𝒯𝜃, o sistema de equações:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∑︀
𝑞∈𝒪𝜃(𝑗)

𝑚1,𝑞 = 0,∑︀
𝑞∈𝒪𝜃(𝑗)

𝑚2,𝑞 = 0,

...∑︀
𝑞∈𝒪𝜃(𝑗)

𝑚𝑖,𝑞 = 0,

...∑︀
𝑞∈𝒪𝜃(𝑗)

𝑚𝑓,𝑞 = 0,

possui solução no conjunto dos inteiros.
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3.3 Classe de Conjugação dos elementos de ordem
finita de 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′

𝑛(𝑀𝑔,𝑝)

Teorema 7
Seja 𝑔 ≥ 1, 𝑛 ≥ 1, 𝑝 ≥ 1. Dois elementos em 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′

𝑛(𝑀𝑔,𝑝) de
ordem 𝑘 são conjugados se, e somente se, as permutações associadas as
suas imagens em 𝑆𝑛 possuem o mesmo t́ıpo ćıclico.

Corolário 8
Dois subgrupos ćıclicos de 𝐵𝑛(𝑀𝑔,𝑝)/𝑃 ′

𝑛(𝑀𝑔,𝑝) de ordem 𝑘 são
conjugados se, e somente se, suas imagens por �̄� são conjugadas em 𝑆𝑛.
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Corolário 8
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