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Trangas geométricas
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(a) Figura 1 (b) Figura 2

Denotemos por 3,, o conjunto formado por todas as trancas com n cordas.
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O grupo de trancgas de Artin

@ Movimento elementar

n—l

@ Trangas equivalentes.

Denotaremos o conjunto de n-trangas ndo equivalentes por B,,.
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O grupo de trancgas de Artin

Produto de trangas

Chamaremos o produto de U; com Us,, denotado por U;Us, e é dada por
concatenag¢do, como ilustramos a seguir:

)l
[ [R)=

(2)

180

O conjunto B,, com a opera¢do produto é um grupo conhecido como grupo de
n-trancas de Artin.
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O grupo de trancgas de Artin

Seja ¢ o homomorfismo o: B, — S,, que associa uma tran¢a a uma
permutacao. pB B
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O Ker(o) = P,, é chamado de grupo de n-trangas puras de Artin.
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O grupo de trancgas de Artin

@ Os geradores de Artin de B,, sdo denotados por 0;, para 1l <i<n—1.

1 i+1 n

@ Os geradores de Artin de P, sdo denotados por
—1 —1 . .
Ai’j =0j-1" "JiJrIUiQUH_l 0 paral <i<j<n.

1N

t T
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O grupo de trancgas de Artin

Apresentacdo de Artin para B,

O grupo de trancas de Artin B,, admite a seguinte apresentac3o classica dada
por Artin

0i0i4105 = 0410011
B,={(o01,...,0n_1] paral<i<n-—2;
0,05 = 0;0; para |i — j| > 2.
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O quociente By, /[Py, Py]
Com essas definicBes obtemos a seguinte sequéncia exata curta
1-P,—B,>S, —1.

Ainda mais, denotando por [P,, P,] o subgrupo comutador de P,, temos a
seguinte sequéncia exata curta

1— Pn/[PnaPn] — Bn/[PruPn] i Sn — L

Gongalves, Guaschi and Ocampo (2017) mostraram os seguintes resultados

@ Sejam a € B, /[P,, P,] e ™ a permutag3o associada a 1. Assim,
OLA,;,J'Ozil = Aﬂ'(i),ﬂ'(j) em Pn/[Pn, Pn}.

@ O grupo B, /[P,, P,] é um grupo cristalogréfico.

@ Sejam n >3 e k > 3 um inteiro impar. Dois elementos de B,,/[P,, P,| de
ordem k s3o conjugados se, e somente se, suas permutacdes associadas sdo
conjugadas.
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O quociente de Coxeter em B,

Coxeter mostrou que B,,(p) = B, /(o)) tem ordem finita se, e somente se,
(n,p) € {(3,3),(3,4),(3,5), (4,3), (5,3)}.

@ n é o nimero de arestas de cada face;

@ p é o nimero de faces que se encontram em cada vértice.

’ Grupo H Ordem \ Poliedro de Platdo associado ‘

Bs(3) 24 tetraedro
Bs(4) 96 hexaedro
Bs(5) 600 octaedro
B4(3) 648 dodecaedro
Bs(3) || 155520 icosaedro
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Quociente tipo-Coxeter em B,, /[Py, P,]

No que segue denotaremos por (B, /[Py, P.])(p) o grupo By,/[ Py, P,,] com a
relacdo adicional o] =1 e (P,/[ Py, Pn])(p) é o grupo P, /[Py, P,] visto em
(Bn/ [P, Pul) (D).

Teorema 1 (Santos Jinior, Ocampo)

Sejamn >3 ek € N.
(a) Sep=2k—+1, entdo (B, /[Py, P.])(p) é isomorfo a Z,.
b) Se p = 2k, entdo (B,,/[P,, P, tem ordem 2(n=DE 1
p 7 p 5

Prova (ldeia): Para o item (a), note que o =1 parai=1,2,...,n— 1.
Assim, o; = 0;2 = A;Z.’“H parai=1,2,...,n — 1. Portanto, [0;,0;] =1 para
1 <i<j<n-—1. Usando as relagdes de Artin temos, o; = 0,41 para
i=1,2,....,n—1.
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Quociente tipo-Coxeter em B,, /[Py, P,]

No que segue denotaremos por (B, /[Py, Py])(p) o grupo By, /[Py, P,,] com a
relagdo adicional o} =1 e (P,/[P,, P,])(p) é o grupo P, /[P, P,] visto em
(Bn/[Pn: Pul) (p).

Teorema 1 (Santos Jiinior, Ocampo)
Sejamn >3 ek €N,

(a) Sep=2k—+1, entdo (B, /[Py, P.])(p) é isomorfo a Z,.
(b) Se p = 2k, entdo (B, /[Py, P.])(p) tem ordem -k

Prova (ldeia): Para o item (b), podemos concluir que Aﬁiﬂ = 1 para todo

1 <i < n. Consequentemente, Aﬁj =1 para todo 1 <i < j <n. Assim,

(Py/[Pn, Pn])(p) é isomorfo a Zy, x --- X Zj, em (B, /[Py, P,])(p). Com isso, o
—_———
n(71.271)
resultado segue. O
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Classes de conjugacdo dos elementos em B3 /[P, Ps]

@ Sejam n > 3 e k> 3 um inteiro impar. Dois elementos de B,,/[P,, P,| de
ordem k s3ao conjugados se, e somente se, suas permutag¢des associadas sdo
conjugadas.
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Classes de conjugacdo dos elementos em B3 /[P, Ps]

@ Sejam n > 3 e k> 3 um inteiro impar. Dois elementos de B,,/[P,, P,| de
ordem k s3ao conjugados se, e somente se, suas permutag¢des associadas sdo
conjugadas.

Ba ’\P3, P3\

{(1,2),(1,3), (2,3)}

{(1,2,3),(1,3,2)}
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Classes de conjugacdo dos elementos em B, /[P, P,]

Sejam aq, ap € S, tais que a, as sdo conjugados em S,,. Considere
a; € B, /[Py, Pp] tal que 5(&;) = ; para i = 1,2. Os elementos

~ a;,; ~ bi
a1 H A eay H Ay

1<i<j<n 1<i<j<n
s3o conjugados em B, /[P,, P,]?

Proposicdo 1 (Santos Janior, Ocampo)

Sejam 61, 05 € S, tais que 0, e A5 s3o conjugados em S,,. Considere a;,
ag € By, /[Py, P,] tal que 7(a1) = T(az) = 02. As seguintes afirmagdes sdo
equivalentes

(1) a1 e ag sdo conjugados em B, /[P, P,];
(i) Ada A~ e dagA~! s3o conjugados em B,,/[P,, P,],
onde \ € B,,/[Py, P,] é tal que o(A\) = X e Mo\ ~! = 0;.

v
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Classes de conjugacdo dos elementos em B, /[P, P,]

Se 6 é uma permuta¢do em S, a a¢do por conjugacio de B, /[P, P,,] em
P, /[P, P,] induz uma agdo () x B— Bonde B={4;,;|1<i<j<n}
dada por

0%(Aij) = Agi(iy.on ()

para 1 < k < |0|. Nés denotamos por Og(A; ;) a érbita do elemento A; ; e por
Ty uma transversal para essa acdo.
Teorema 2 (Santos Jinior, Ocampo)

Q;,j

Sejam n >3, B € B, /[Pn, P,] e 6 =5(87"). Os elementos S]], ;<, A7}
Blla, .er, Afj;s sdo conjugados em B,,/[P,, P,], onde Ty é uma transversal da
acdo de () no conjunto B e S, = ZAi ,€05(A,.,) @ij Para todo A, s € Tp.

e
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Classes de conjugacdo dos elementos em B, /[P, P,]

a:L Qj,
Prova (ldeia): Seja X =[], ,, 4,7’ Oselementos 3][,.,_;., 4;7 e

Sr,s
B8 HAT,SeTe Ars® sdo conjugados se,
xg [ 4ayx't=p [] A
1<i<j<n Ar,s€Ty

A dltima equacdo é equivalente a

H Amld H Aa971( ),0—1(;) H Afl’efl( i),0—1(5) H A0(7) o(s )

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n Ay s€Ty

Essa equacdo é verdadeira se o seguinte sistema de equag¢bes possui solugdo

1) Tid +ao-1(@).0-1() ~ To-1(@).0-1() =0
Zo(r),0(s) +ars — Trs — Sr,s = 0.

para todo 1 <i# 6(r) < j # 0(s) <n e para todo A, 5 € Tp.
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Classes de conjugacdo dos elementos em B, /[P, P,]

Prova (ldeia-Cont.): Note que o sistema anterior tem solug3o se, e somente s,
0s seguintes subsistemas possuem solugdo

9 Tot(r),0t(s) + ag—(l+7n—t)(7.)79—(1+7n—t)(S) — xe—(l+m—t)(7.)’9—(l+7n—1,)(s) =0
k@(r),e(s) + Qr.s — kr,s - S’r,s =0.

para todo 2 < ¢t < m e para todo {r, s} tal que A, ; € Ty onde m = |Op(4, ;)|.
Seja A, s € Ty e considere os elementos

€1 = Ar,37 €y = A9(7-),0(s)7 P & Aem—l(r)’em—l(s) onde m = |09(Ar75)|.
Portanto, a matriz de permutagdo da érbita de A, 5 pela a acdo de (6) com
respeito a base ordenada {ei,es,..., e} é dada pela matriz M, s = (kij)mxm

b 1, se (i,j) = (t,t — 1), paratodot=2,3,...,m;
771 0, caso contrério.
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Classes de conjugacdo dos elementos em B, /[P, P,]

Prova (ldeia-Cont.): Assim, podemos escrever os subsistemas de equacdes
como segue

Tr,s _0'0*1(7‘),0*1(5)
Lo(r),0(s) —Qrs + Sr.s
(I) [Ir,s - Mr,s] : - .
l‘9m71(r)79m71(5) _a0m72(7.)79'm,72(s)

onde I, s = (Id)mxm. Como consequéncia (I) possui solu¢do se, e somente se,

Srs = ZAueog(A,,.,s) Qij-
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Classes de conjugacdo dos elementos em B, /[P, P,]

Exemplo

Seja 0109 € Bg/[Ps, Ps] e considere 5((0102) 1) = 6 = (1,2,3). Note que o
elemento o405 € um elemento do centralizador de o105. Considere a transversal
To = {A12, A1a, A15, Are, Aas, Aae, As st X = [li<ici<s Azl e
G(o405) = C.

Temos

a, “1y—-1_ be,
X(J40’5)010'2 H At7qq(040'5) X — 0109 H At7qq,
A¢ q€Ty A q€To

se, e somente se,

at,.q — btq
X I Ay ac—@1o2X oo™ T A =
Ai q€To At q€Ty
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Classes de conjugacdo dos elementos em B, /[P, P,]

Teorema 3 (Santos Jinior, Ocampo)

Sejamn >3, 3 € B /[Pn,P leb= a(ﬁ* ). Considere C' € 3 1(Cs, (0)) e fixe
o(C)=C. Se CBC~! = Blli<icjcn A7y, 0s elementos 3] ,, e, Al g

t,q
be,q
B |At JETo Atyq sdo conjugados se, e somente se,

(1) Do A;;€00(Arg) Cini T 0C(),C(a) = btgr 5€ Ac-1(t),0-1(q) ¢ Oo(Ar,q) para
At’q eTy.

(Z?) ZAi,jEOe(At,q) Cij+ayq = bt)q, se AC—I(t),C—l(q) S Og(At)q) para
At,q € Tp;

Corolério 1 (Santos Junior, Ocampo)

Sejan >3, B € B,/[P,, P, tal que 3(37!) =0 = (1,2,...,n). Os elementos
Blla, er, APt e BT, €Ty Alt’f(f sdo conjugados se, e somente se, a; , = by 4
para A; 4, € Tp.

v
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