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Problema geral

Sejaf:R" - R

(P) min f(x)
sa.x e R

» { funcao objetivo.

» O problema (P) é chamado de problema de minimizagao
irrestrita.

> x* minimo global: f(x*) < f(x) para todo x € R";
f* = f(x*) valor 6timo de f.

> x* minimo local: se existe V' vizinhanca de x* tal que
f(x*) < f(x) para todo x € V.
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Teorema 1 (Condi¢do necessaria de primeira ordem)

Se x* é um minimo local de f em R" e f é uma funcdo
diferencidvel, entdo
Vi(x*)=0.

Nao é suficiente ‘ f(x) =x3

£(0) =0

Definicao 1
Todo x tal que Vf(x) = 0 é chamado de ponto estacionario do
problema.
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Teorema 2 (Condi¢do necessaria de segunda ordem)

Se f é uma fungdo duas vezes diferenciavel e x* é um minimo local
do problema, entdo x* é um ponto estaciondrio (Vf(x*) =0) e a
matriz Hessiana de f no ponto x* é semidefinida positiva

(Hf (x*) = 0).

Teorema 3 (Condigdo suficiente de segunda ordem)

Se f é uma funcio duas vezes diferencidvel e x* é um ponto
estacionario (Vf(x*) = 0) tal que a Hessiana de f em x* é
definida positiva (Hf (x*) > 0), entdo x* é um minimo local de f.
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Método do gradiente

Minimizacdo irrestrita diferencidvel:

min f(x)
sa.x eR”

» f é diferencidvel no R”.

Método do gradiente: escolhe um ponto inicial xp € R" e itera:

Xk+1 :Xk—Oéka(Xk), k:0,1,2,...

> oy, > 0 é o comprimento de passo.



X0

x






X1 = Xo — Oéon(Xo)
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O método do gradiente é um método de descida: o passo «y é
escolhido tal que f(xk+1) < f(xk)
> oy, = « constante para todo k.

» busca linear de Armijo: com o € (0,1)

i — axVF(xi)) < Fx) — oo [|[VFOa) 1P -

> busca linear exata: oy = argmin f(xx — aVf(xk)).
(0%

Convergéncia a um ponto estacionario

Sob hipéteses adequadas, temos que todo ponto de acumulacao
da sequéncia (xx), gerada pelo método do gradiente, é um ponto
estacionario do problema.



Em geral, em otimizagdo (n3o linear), o nosso objetivo é bastante
moderado: encontrar apenas um minimo local do problema.
Mesmo assim, esse objetivo pode n3o ser alcangado com o método
de gradiente.



Em geral, em otimizagdo (n3o linear), o nosso objetivo é bastante
moderado: encontrar apenas um minimo local do problema.
Mesmo assim, esse objetivo pode n3o ser alcangado com o método
de gradiente.

Exemplo 1

1 1 1
fly,z) = §y2+12 57



x=(y.2), Vi(x)=(y.2~2), Hf(X>=(o 322 -1
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x=(y, z), Vf(x):(y,z3—z), Hf (x) = (é 3220_1)

» Pontos estaciondrios: (0,0), (0,1), (0,—1).
» Minimos locais: (0,1) e (0, —1).
» O ponto (0,0) ndo é minimo local nem maximo local

Ponto inicial: xg = (1,0)
= Vf(Xo) = (1,0) = X1 = (1,0) — Oék(l,O) = (X1)2 =0.

Entdo (xx)2 = 0 para todo k =1,2,...
O método converge para o ponto (0,0) que ndo é minimo local.

Sé podemos garantir convergéncia a um ponto estacionario do
problema.
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Funcdes convexas diferenciaveis

» A condi¢do necessdria de otimalidade de primeira ordem é
fraca.

» Podemos tentar restringir a andlise a um conjunto de fungdes
diferencidveis com propriedades ‘boas’.

Defini¢do 2 (Fungdo convexa)

Uma fungdo f : R" — R diferencidvel é dita convexa no R" se

fy) > £(x) +(VF(x),y — x)

para todo x,y € R"



o )+ (VE(x),y —x)




Equivalente a definicdo geral de fungbes convexas

Definicdo 3

f:R" — R € convexa se
f(Ox + (1 —0)y) < 0f(x) + (1 — 0)f(y)

para todo 0 € [0,1] e x,y € R".
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Condic3o suficiente de otimalidade

Se f é uma fun¢do convexa, diferencidvel, e x* € R" é um ponto
estacionario

= f(x) > f(x*) + (VF(x*),y — x*) = f(x*) VxeR"
entdo x* é minimo global.

Para funcoes convexas diferencidveis a condicdo necessdria de
primeira ordem também ¢ suficiente
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Problema de minimizacao convexa

Seja f : R" — R diferencidvel e convexa em R”

min f(x)
sa.xeR"



Método do gradiente para fungdes convexas

Problema de minimizacao convexa

Seja f : R" — R diferencidvel e convexa em R”

min f(x)
s.a. x € R”

Convergéncia

> Se (xk) é gerada pelo método do gradiente, entdo a sequéncia
toda converge a uma solucao global.
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Método do gradiente para funcbes convexas

Se Vf é L-Lipschitz continuo:

IVF(x) = VE()I < Llx -yl para todo x,y € R”

Método do gradiente: o = +

~

Xk+1 :Xk—OlVf(Xk) k:0,1,2,...

> f(xx)—*<C/k

» Dizemos que o método do gradiente tem taxa de
convergéncia O(1/k). Ou seja, o # de iteracdes para obter
uma e-solugdo (no sentido de f(xx) — * <€) é O(1/e).

Pros: Ideia simples, facil implementacdo, usualmente as iteracdes
sao baratas.
Contras: N3o pode ser aplicado a fun¢des ndo diferenciaveis.
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» O subgradiente sempre existe

» Se f é diferencidvel em x, entdo v = V£ (x) é o dnico
subgradiente de f em x.

Subdiferencial

O conjunto de todos os subgradientes de f em x se chama o
subdiferencial de f em x, e é denotado por Jf(x).



Exemplo:




Exemplo:

f(x) =|x|
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1 se x>0
f(x) =< [-1,1] se x=0
-1 se x<0
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Teorema 4 (Condi¢do de otimalidade)

Se f é uma funcdo convexa, entdo x* € um minimo de f se e
somente se
0 € Of(x").

Segue da definicdo que se v = 0 é subgradiente:
fly) = f(x*) + {0,y — x*) = f(x")

pegando v = 0 € Of(x*).

Observe a analogia com o caso diferencidvel, onde

Of(x) = {VFf(x)}
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Método do subgradiente

Minimizacao irrestrita convexa

b

» f:R” — R é uma fung¢do convexa n3o diferenciavel.

Método do subgradiente: similar ao método do gradiente, mas
substituindo gradientes por subgradientes.
Escolha um ponto inicial xg € R" e itera

Xk+1 = Xk — OV, k:O71727"'7

> vi € Of(xk);
> o > 0.
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Observacao:

» O método do subgradiente ndo é necessariamente um método
de decida, logo guardamos em cada iteracdo o melhor iterado

FO=t) = min £(xc).

PEEED]

Escolhas do tamanho do passo

» Constante: oy = « para todo k € N.

» Quadrado somdavel, mas ndo somavel:

o o
ay > 0, Zai<oo, Zak=oo.
k=0 k=0

Diferenca com o método do gradiente: as escolhas do passo sdo
prefixadas, ndo calculadas em cada iteragdo.
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Resultados de convergéncia
» Passo constante:

Se f* = —o0, entdo Iikm inf f(xx) = f*.
—00

Se f* > —oo0, entdo liminf f(xx) < F* + ac?/2.
k—r00

» Quadrado somdvel, mas nio somavel: Iikm inf f(xg) = f*.
— 00

Se existe solugcdo do problema entdo xx — x*, onde x* é uma
solucdo.

Taxa de convergéncia

O método do subgradiente tem taxa de convergéncia O(1/vk).
Ou seja, para obter f(xPt) — f* < € é necessario O(1/¢?)
iteracoes.
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entdo podemos minimizar (quase) qualquer fungdo convexa. Facil
implementagao.

Contras: A taxa de convergéncia O(1/+v/k) é muito lenta.
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Pros: Ampla aplicacdo: se podemos computar subgradientes,
entdo podemos minimizar (quase) qualquer fungdo convexa. Ficil
implementagao.

Contras: A taxa de convergéncia O(1/v/k) é muito lenta.

Método do gradiente: para obter f(xx) — f* < 1/100 = 100
iteracoes.

Método do subgradiente: para obter f(xPest) — f* < 1/100 =
10000 iteragoes.

Pode-se melhorar? Em geral n3o!
Mas considerando funcdes da forma

f(x) = h(x) + &(x)

onde h é convexa e diferencidvel e g é convexa.
Para muitos problemas a taxa de convergéncia O(1/k) do método
do gradiente pode ser recuperada com um algoritmo simples.
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Minimizacdo da soma de duas funcdes convexas

Minimizando a soma de duas fun¢des

min h(x) + g(x)

» h,g:R" — R s3o fungdes convexas e h é diferenciavel.



Minimizac3o da soma de duas funcdes convexas

Minimizando a soma de duas fun¢des

min h(x) + g(x)

» h,g:R" — R s3o fungdes convexas e h é diferenciavel.

Operador proximal

Dado a > 0, prox,, : R" — R”

. 1 2
prox,,(z) = arg min ag(x) + 5 Ix — z||*.



Método do gradiente proximal: escolha xg € R” e itera

Xk+1 = pl‘OXakg(Xk — Oéth(Xk)), k= 0, 1, 000

> ay > 0.
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Para f(x) = h(x) + g(x) supondo que
» Vh é Lipschitz continuo com L >0
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e usando passo constante ay = 1/L, o método do gradiente
proximal tem taxa de convergéncia O(1/k).



Método do gradiente proximal: escolha xg € R” e itera

Xk+1 = proxakg(xk — Oéth(Xk)), k= 0, ]., 000

> ay > 0.

Para f(x) = h(x) + g(x) supondo que
» Vh é Lipschitz continuo com L >0
» prox,,, pode ser avaliado

e usando passo constante ay = 1/L, o método do gradiente
proximal tem taxa de convergéncia O(1/k).

E recuperada a taxa de convergéncia do método do gradiente, mas
tem o custo da avaliacdo do prox.
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Para muitas fun¢des g, importantes na pratica, o prox, tem forma
fechada, mas e se ndo podemos avaliar prox?

Avaliar prox,.(z) = arg m]ilg ag(x) +1/2|x — z||* é equivalente a
x€R"

resolver o sistema proximal: encontrar x, v € R" tais que

{ v € dg(x), (1)

av+x—z=0.



Para muitas fun¢des g, importantes na pratica, o prox, tem forma
fechada, mas e se ndo podemos avaliar prox?

Avaliar prox,.(z) = arg m]ilg ag(x) +1/2|x — z||* é equivalente a
x€R"

resolver o sistema proximal: encontrar x, v € R" tais que

{ v € dg(x), (1)

av+x—z=0.

Solucoes aproximadas:
» Dado r > 0, um ponto (x,v) é uma r-solu¢do aproximada
de (1) no ponto (v, z) se v € dg(x) e

lav+x—2z| <r.

» Dado o € [0,1) a tripla (x, v) é uma o-solugdo aproximada
de (1) no ponto («, z) se v € dg(x)

lav 4+ x — 2] < o [lx — 2]



Método do gradiente proximal inexato: similar ao método do
gradiente proximal, mas avaliando o prox, de forma inexata.



Método do gradiente proximal inexato: similar ao método do
gradiente proximal, mas avaliando o prox, de forma inexata.
Escolha xg € R" e itera para k =0,1,2,...

> Yk = xk — ak Vh(x);
> calcule (Xk, wi) solugdo aproximada de prox, em (a, yk);

> Xkl = Yk — QWi



Método do gradiente proximal inexato: similar ao método do
gradiente proximal, mas avaliando o prox, de forma inexata.
Escolha xg € R" e itera para k =0,1,2,...

| 2
| 2
>

Yk = Xk — axVh(x);
calcule (Xk, W) solugdo aproximada de prox, em (aw, yk);

Xk4+1 = Yk — QWi

MGPI-A: (Xk, Wk) é uma rg-solucdo aproximada para todo
k=1,2,.... Neste caso a sequéncia (rx) deve ser fixada com
antecedéncia.

MGPI-R: (Xx, wk) é uma o-solugdo aproximada para todo
k=1,2,..., com o € (0,1) fixo.



O problema de remocado de borrados com variacao total
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O problema de remocado de borrados com variacao total

Para reconstruir uma imagem x € RV*N 3 partir de uma imagem
borrada e/ou ruidosa b € RNXN que descreve os dados obtidos,
resolvemos o problema de minimizacao

N
1 )
ZlAx— b il -
i 5 VA Bl DD 1Tl



v

v

v

A RNXN _ RNXN & ym operador linear que gera a imagem
borrada;

|-/ € a norma de Frobenius para matrizes;
7 > 0 parametro de regularizacao;
V : RVXN _ RNXN o RNXN & o gradiente discreto

(Vix)j = xit1j —xij e (Vax)j = Xiji1 — Xiji

|-l é a norma Euclideana em R2.



Para resolver o problema consideramos:

> h(x) = 3 [1Ax — bl

> g(x) =7 7 (Vx)illy:
» oy =1/L com L= ||A*A];
> xg = b;

> r=10"%



Method RelDiff FuncVal CPU time (s)

MGPI-R

c=0.9 0.00009950 0.36002654 151

oc=05 0.00009952  0.35995523 181

c=01 0.00009955  0.35987295 306
MGPI-A: \/r, = 1/k9

g=11 0.00009956  0.35986216 336

g=15 0.00009957  0.35985049 1039

g=19 0.00009957  0.35987493 1423
MGPI-A: \/r, = C/k9

g=11 0.00009956  0.35991933 137

g=15 0.00009956  0.35986485 669

qg=19 0.00009956  0.35984404 1244

Tabela: Resultados numéricos. RelDiff = ||xx — xk—1|| / ||xk||. Critério de
parada RelDiff < 10~
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