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Introdugéo

Para um corpo K e um semigrupo S, temos a algebra de semigrupo
K[S]. cujos elementos identificamos com as somas finitas > ass, com
as€ K e ses.

Se U for qualquer R-médulo direito, definimos o aniquilador
anng(U) = {r € R|xr =0 para todo x € U}.

O radical de Jacobson de R, denotado por J(R), € a intersecdo de todos
os aniquiladores anng(U) de R-médulos direitos simples U.

J(R) é o conjunto dos elementos x € R tais que 1+ RxR seja invertivel.
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Introdugéo

Um semigrupo S é chamado de semigrupo p.u. se, para quaisquer
subconjuntos finitos ndo-vazios X, Y de S com |X|+ |Y]|> 2, existir
um elemento no conjunto XY = {xy|x € X, y € Y}, que tem uma
representacdo tnica da foma xy, onde x€ X, y€Y.

Similarmente, S é chamado de semigrupo d.p.u. se, para quaisquer
subconjuntos finitos ndo-vazios X, Y de S com |X|+|Y]|> 2,
existirem ao menos dois elementos no conjunto

XY ={xy|x € X,y € Y}, que tém representacdo tnica da foma xy,
para alguns x € X, yeY.

Dizemos que uma algebra de monoide K[S] tem elementos invertiveis
triviais se os Unicos elementos invertiveis em K[S] forem da forma s,
onde 0\ e K, e s éinvertivel em S.
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Introdugéo

Para a € K[S], o suporte supp(a) é o conjunto dos elementos s € S
com as #0 em a=>_ ass.

Seja S um semigrupo p.u.. Entdo K[S] é um dominio. Se além disso, S
for um semigrupo d.p.u. e K[S] for uma algebra com unidade, entdo
K[S] tem elementos invertiveis triviais.

Demonstracdo: Se a, b € K[S] forem tais que ab =0, entdo n3o existe
um elemento no produto (supp(a)) (supp(b)) com representagdo tnica
xy, com x € supp(a), y € supp(b). Se S for um semigrupo d.p.u. e
K[S] tem uma unidade, ent3o a condi¢do ab=1, a,b € K[S] implica
que existe a0 maximo um elemento p.u. no produto de supp(a) e
supp(b). Assim a afirmag¢do é uma consequéncia direta da definigdo de
semigrupos p.u. e d.p.u..
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Grupos p.u. sdo d.p.u. (A. Strojnowski)

Suponha que G seja um grupo p.u. que n3o é d.p.u.. Isto significa que
existem dois subconjuntos finitos A e B do grupo G tais que

|A| +|B| > 2 e no conjunto AB existe exatamente um elemento ab que
tem uma representacdo Unica da forma xy, onde x € A, e y € B. Seja
C=a'Ae D=Bbl. Em CD somente 1-1 tem uma representacio
tnica. Sejam E=D"1C e F=DC™!. Todo elemento em EF pode
ser escrito da forma (dy'ci)(dacyt). Se 1 #1 ou dr #1, entio
existem c3 € C e d3 € D tais que c1dr = c3d3 e ¢ # c3,
consequentemente o elemento (d; 'ci)(dac,t) tem outra representagio
(dites)(dsc;t). Se ca#1 ou di #1, entdo existem ¢ € C e

dy € D taisque ¢ # ¢4 e codi = cyds. Temos dl_lcz_1 = 4_1c4_1 e
assim o elemento (d; ' -1)(1-c; ') tem outra representacio
(dy'-1)(1-¢Y). Jaque |C|+|D|>2, em C ouem D existe um
elemento outro que 1. Seja por exemplo 1= ¢ € C, entdo o elemento
(1-1)(1-1) em EF tem outra representacdo (1-c)(1-c~1). Obtemos
que nenhum elemento em EF tem uma representacdo tnica da forma xy
com x € E ey € F, assim G n3o é um grupo p.u..
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Uma representagdo regular do grupo quatérnion generalizado

Temos o grupo quatérnion generalizado
Que = (tu | Pk = vt =1, th = v? v tu = t71), com n=4k>8.

Para representar Q4x como subgrupo regular H de Sym,, tomamos
t=1(1,2,...,2k — 1,2k)(2k + 1,2k +2,... 4k — 1, 4k),

u = (1,2k+1,1+k,2k + 1+ k)(2,4k, 2 + k, 4k — k) -
3,4k — 1,3+ k,dk —1—k)---
oo (ky Ak — (k —2), k + k, 4k — (k — 2) — k)

e H={(t,u). E facil verificar que H = Q.

No caso n = 4k = 8, temos
t=1(1,2,3,4)(5,6,7,8),

u = (1,5,3,7)(2,8,4,6)
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Propriedades do semigrupo S,(H)

Temos a dlgebra K(a1,...,ap| @132+ an = a5(1)3s(2) " " A(n), 0 € H).

Isto é a algebra de semigrupo K[S,(H)] sobre o monoide
Sn(H) = <81, - ‘ a1a2 * -+ dn = a5(1)5(2) """ d5(n)y O € H>.

Uma propriedade importante de S,, é de como pode ser re-escrito um
elemento

] 1
aml ... amr ail e ainfj+1 ... a’n all PRI aln_J ... als
L

usando uma relagcdo

Xip *+ Xip = Xg(1) ** " Xo(n)

Xin—j+1 e XinXll e Xln—j — XT(].) ... XT(I‘I)'

O numero j de letras na sobreposicdo da primeira e da segunda palavra
pode ser ao maximo 1.
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Propriedades do semigrupo S,(H)
Sejam c,d,c’,d’ € S, elementos tais que que c¢,c’ tém o mesmo
comprimento r, cd =c’'d’ e c# c’. Entdo d,d’ tem o mesmo
comprimento s e existe um inteiro positivo k, inteiros

Myeoosik—1y lktns ey brrs € {1,2,...,n} e o,7 € H, tais que o # T,

0<r—k<n—1e

¢ = 7T(X,1 “Xig_1Xo(1) " Xo(r—k+1))
= T(Xo(r—k+2) U(n)Xlk+n o Xlys)

¢ = ﬂ-(Xll “Xi—1Xr(1) T(r7k+1))
d = 7T(Xﬂ'(r k+2) " X (m) Xlgn T Xl,+5)-

No caso n =8, por exemplo

c = m(wixy(1))
d = T(x(2)%(3)%0(4)X0(5) X (6) X (7) X (3) W2)
d = m(wW1xr(1))
d' = T(Xr(2)Xr(3) X (8) Xr (5)Xr (6) Xr (7) Xr(8) W2)-
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Dois produtos tinicos em S,(H)

Suponhamos que cd’ = c"d”, " #c e d" #d'.

cd’ = T(W1Xo(1)Xr(2) Xr(3) X (8) X (5) X (6) Xr (7) Xr(8) W2) = € d”
o que implicaria que

C// = 7T(W1X>\(1))

d” = T(Xa@)XA(3) X0 @) XA(5) XA(6) XA (7) XA (8) W2) -

com A # T, ou

¢ = m(Wixy(1)Xp(2)Xp(3)%p(4) X0(5) X0(6) Xp(7))
d = 7T(Xp )W2)
"= T(W1Xe(1)Xi(2) X (3) X (4) Xi(5) X (6) X (7))
d// = 7T(X (n) W2)

com p # k. Em ambos casos existem dois produtos que tém
representacao Unica.
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