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Motivacao

Video do tabuleiro de Galton: https://
www . youtube . com/watch?v=EvHiee7gs9Y
Passo 0: revisar o basico de probabilidade.
Passo 1: modelar

esse experimento usando probabilidade.
Pergunta 1: porque

aparece essa curva em formato de sino?
Pergunta

2: como pode surgir algo deterministico

de um experimento t3ao cadtico?

Pergunta

3: o que é o movimento Browninano

e qual a relacdo com o tabuleiro de Galton.
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Uma breve introducao a probabilidade

O experimento probabilistico mais simples: lancamento de uma
moeda.

Resultado do experimento: cara (0) ou coroa (1) com a mesma
chance.

Seja X € {0, 1} o resultado do langamento de uma moeda honesta.
Entao
P[X = 0] = P[resultado do langamento é cara] = 1/2,
P[X = 1] = P[resultado do langamento é coroa] = 1/2.

(1)
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Experimentos independentes

Queremos repetir um experimento aleatério muitas vezes.

Por exemplo, vamos lancar a mesma moeda repetidas vezes.
Matematicamente, sejam X(1), X(2), . os resultados sucessivos
dos langcamentos de uma mesma moeda.

Dizemos que X(1), X2 . t8m a mesma distribuicio pois

PX) = 0] =P[X) =1]=1/2,Vi e N. (2)

Um resultado possivel é (X1, X, x(3) x*)) = (0,1,1,1).
Assumimos que os lancamentos sucessivos dessa moeda sao
independentes: intuitivamente isso quer dizer que um lancamento
dessa moeda nao influencia em outros lancamentos.
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Distribuicao Binomial

Sejam X, X . os lancamentos repetidos e independentes de
uma moeda.

Seja Sp= 7 XUkF= R =h: XU T} Dizemos que; Sp
tem distribuicao Binomial.

A razdo do nome vem do fato (exercicio) de que
1

B[S, = k] = (;)5.

Isso nos sugere que a curva que aparece
no tabuleiro de Galton estd relacionada
com os coeficientes binomiais. Mas como?
Antes de responder essa pergunta
precisamos modelar o tabuleiro de Galton.




Um tabuleiro de Galton menor

Video: https://
www . youtube . com/shorts/qPnhHqqfSFs.
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Um tabuleiro de Galton menor

Video: https://

www . youtube . com/shorts/qPnhHqqfSFs.
Modelo para uma bolinha.

Posicdo inicial é Xo = 0.

Seja

6 € {~1,41} o deslocamento (aleatério)

da bolinha apés atingir o primeiro pino.

Seja

6@ € {~1,+1} o deslocamento apés atingir

o segundo nivel de pinos e assim por diante.

A posigio final serd S, = 37, () e
assumimos que os 6()’s s3o independentes e que

P[6() = —1] = P[s\) = +1] = 1/2.
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Uma bolinha

Pode ser mostrado que, para k € {0,1,...,n},
2k—ne{—-n,—n+2,...,n—2,n},

P[S, =2k —n] =P[#{1 < i< n:60) = 41} = K]

:(vi. (4)
kj 2"

Isto €, a3 medida que variamos k, a probabilidade de uma bolinha
cair na posicdo 2k — n segue uma curva de sino.

Mas o que essa probabilidade tem a ver com a quantidade de
bolinhas que caem numa mesma posicao?

Antes disso precisamos modelar o lancamento de varias bolinhas
Observacdo: o lancamento de uma bolinha no tabuleiro de Galton
também é chamado de passeio aleatério simples.
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Varias bolinhas

Ja modelamos o langcamento de uma bolinha.

Seja agora 5,(,1)7 . ,5,(,m) a posicao final de m bolinhas lancadas
sucessivamente em um tabuleiro de Galton com n niveis.

Isto é, assumimos que elas tém a mesma distribuicdo. Também
assumimos que sao independentes.

Nosso objetivo é mostrar que para k € {0,1,...,n} e em cada
posicdo 2k —n€ {—n,—n+2,...,n— 2, n},

#{1<i<m:SY =2k—n} (5)

1
é proporcional a P[S, = 2k — n] = (}) =.

n
Isso implicaria que a quantidade de bolinhas em uma determinada
posicdo segue a curva de sino.

A Lei Forte dos Grandes Numeros nos diz exatamente isso.
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Lei Forte dos Grandes Nidmeros

LFGN em palavras: se repetirmos um mesmo experimento
aleatério varias vezes de forma independente, a proporgcao de vezes
em que observamos um determinado evento converge para a
probabilidade desse evento.

Por exemplo, se X(l), X ), ... é o resultado do lancamento
sucessivo e independente de uma moeda entao

lim 1#{1 <i<n: XD =1} =px® =1j. (6)

N>}




Consequéncia da LFGN

Analogamente, se S,(,l), S,(,2), ... € a posicao final do lancamento
sucessivo e independente de uma bolinha no tabuleiro de Galton,
entdo para cada k e n fixados,

m—co m

lim il < i< m: CUMEL S S, (”




Consequéncia da LFGN

Analogamente, se 5,51’, 5'(12), ... € a posicao final do lancamento
sucessivo e independente de uma bolinha no tabuleiro de Galton,
entdo para cada k e n fixados,

m—oco m

lim L4 <i<m: SRS B SEEE ., ;- (”

Conclusdo: se o numero de bolinhas é grande o suficiente, o
nimero de bolinhas que cai em uma determinada posicao segue
uma curva de sino.




Slide Resumo

Em resumo, modelamos o movimento das bolinhas no tabuleiro de
Galton como sucessivos deslocamentos aleatérios com valor —1 ou
+1.




Slide Resumo

Em resumo, modelamos o movimento das bolinhas no tabuleiro de
Galton como sucessivos deslocamentos aleatérios com valor —1 ou
1.

Isso é o mesmo que dizer que as bolinhas tém uma trajetéria de
passeio aleatério simples.




Slide Resumo
Em resumo, modelamos o movimento das bolinhas no tabuleiro de
Galton como sucessivos deslocamentos aleatérios com valor —1 ou
+1.
Isso é o mesmo que dizer que as bolinhas tém uma trajetdria de
passeio aleatério simples.
Vimos que a probabilidade de uma bolinha cair em uma

determinada posicdo dependia de um coeficiente binomial.




Slide Resumo

Em resumo, modelamos o movimento das bolinhas no tabuleiro de
Galton como sucessivos deslocamentos aleatérios com valor —1 ou
+1.

Isso é o mesmo que dizer que as bolinhas tém uma trajetdria de
passeio aleatério simples.

Vimos que a probabilidade de uma bolinha cair em uma

determinada posicdo dependia de um coeficiente binomial.

Pela Lei Forte dos Grandes Nidmeros, se repetirmos muitas vezes o
lancamento de uma bolinha no tabuleiro de Galton de forma
independente, a quantidade de bolinhas que caem em uma
determinada posicao é aproximadamente o mesmo que a
probabilidade de uma tnica bolinha cair nessa posicdo.




Slide Resumo

Em resumo, modelamos o movimento das bolinhas no tabuleiro de
Galton como sucessivos deslocamentos aleatérios com valor —1 ou
+1.

Isso é o mesmo que dizer que as bolinhas tém uma trajetdria de
passeio aleatério simples.

Vimos que a probabilidade de uma bolinha cair em uma

determinada posicdo dependia de um coeficiente binomial.

Pela Lei Forte dos Grandes Nidmeros, se repetirmos muitas vezes o
langamento de uma bolinha no tabuleiro de Galton de forma
independente, a quantidade de bolinhas que caem em uma
determinada posicao é aproximadamente o mesmo que a
probabilidade de uma (nica bolinha cair nessa posi¢do.
Concluimos ent3o que a quantidade de bolinhas que caem em uma
determinada posicao segue uma curva em formato de sino.
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Tabuleiro de Galton generalizado

Tabuleiro de Galton padrdo: S, = Y7, 6() onde (6()); s3o
independentes e

P[6() = —1] = P[6) = +1] = 1/2. (8)

Nos videos, no entanto, os deslocamentos nao eram exatamente de
—1 ou +1 unidades.

Tabuleiro de Galton generalizado: S, = >°7_, () onde (5()); sdo
independentes e, para todo [a, b] C [-1,+1],

P[6() € [a, b]] = 5 ; 8 ©)

isto é, () € [~1,+1] é um ndimero aleatério uniformemente
distribuido.




1 Realizagdes do Passeio Aleatério Simples com Incremento Uniforme [-1, 1] (10 Passos)
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Como sempre, estamos interessados em repetir o mesmo
experimento aleatdrio varias vezes.




Como sempre, estamos interessados em repetir o mesmo
experimento aleatdrio vdrias vezes.

Sejam 5,(71), 5,(,2), ... realizacoes independentes do tabuleiro de
Galton generalizado.
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10 Realizagdes do Passeio Aleatdrio Simples com Incremento Uniforme [-1, 1] (10 Passos)

A

0
Posicéo







100 RealizagGes do Passeio Aleatdrio Simples com Incremento Uniforme [-1, 1] (10 Passos)

Posicao

Sera que a quantidade de bolinhas que cai numa regido também
segue a curva no formato de sino?




1
No tabuleiro de Galton padrdo: P[S, = 2k — n] = ()
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No tabuleiro de Galton padrdo: P[S, = 2k — n] = (Z)i

2!1

No tabuleiro de Galton generalizado: serd que P[S, € (a, b)] tem o
formato de uma curva de sino?




No tabuleiro de Galton padrdo: P[S, = 2k — n] = (2)%
No tabuleiro de Galton generalizado: serd que P[S, € (a, b)] tem o
formato de uma curva de sino?

Isso é justamente o enunciado do Teorema Central do Limite
(TCL): seja S, = >-7_; X, onde (X,)nen tém a mesma
distribuicdo, s3o independentes com média zero e variancia o?.

Entao
b = ((207)

P[S, € (v/na, v/nb)] = (10)

— dt.
2 V2mo?




Relembre que 5,(,1), 5,(,2), ... representam o lancamento de vdrias
bolinhas no tabuleiro de Galton generalizado.




Relembre que S,(,l), 5(2) ... representam o lancamento de varias
bolinhas no tabuleiro de Galton generalizado.

Combinando Teorema Central do Limite com a Lei Forte dos
Grandes Nimeros temos, a grosso modo,

%#{1 =< e 5,(,i) € (v/na,/nb)}

B t/(22/3)
= PSS == SN ——dt (11
[S» € (vVa, V/nb)] 5t (1)

a




Relembre que 5(1) 5(2) ... representam o lancamento de varias
bolinhas no tabuleiro de Galton generalizado.

Combinando Teorema Central do Limite com a Lei Forte dos
Grandes Nidmeros temos, a grosso modo,

.’}1.#{1 <i<m:S{ e (v/na,/nb)}

B (223
Var

Mostrando assim que, a grosso modo, o niimero de bolinhas que
caem numa mesma regido segue o formato da curva de sino.

= PlSy eftadila; v/ab)] = gt @1)
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Conclusoes

Temos duas explicagoes para a curva no formato de sino.
No tabuleiro de Galton padrdo: a curva de sino esta relacionada
aos coeficientes binomiais.

No tabuleiro de Galton generalizado: a curva de sino esta
relacionada ao Teorema Central do Limite.

Nosso proximo objetivo é usar o tabuleiro de Galton padrao para
construir o movimento Browniano.




Construcao do movimento Browniano

Queremos construir o movimento Browniano a partir do tabuleiro
de Galton.




Construcao do movimento Browniano

Queremos construir o movimento Browniano a partir do tabuleiro
de Galton.

Para isso, vamos aumentar gradativamente o nimero de niveis de
pinos do tabuleiro de Galton e ao mesmo tempo vamos diminuir o
espacamento entre os pinos.




Construcao do movimento Browniano

Queremos construir o movimento Browniano a partir do tabuleiro
de Galton.

Para isso, vamos aumentar gradativamente o nimero de niveis de
pinos do tabuleiro de Galton e ao mesmo tempo vamos diminuir o
espacamento entre os pinos.

Seja n € N. Vamos assumir que os deslocamentos (5()); sdo
independentes e

IP’[(S(’) = =P|sU \H =1/2. (12)




Construcao do movimento Browniano

Queremos construir o movimento Browniano a partir do tabuleiro
de Galton.

Para isso, vamos aumentar gradativamente o nimero de niveis de
pinos do tabuleiro de Galton e ao mesmo tempo vamos diminuir o
espacamento entre os pinos.

Seja n € N. Vamos assumir que os deslocamentos (6()); s3o
independentes e

: 1 ; 1
P[cs(') = ~i} = IP[(S(’) -~ +—~] =1/2. (12)
Vn vn
Vamos assumir que esse tabuleiro de Galton possui n niveis:
S1 = 6(1) & a posicio apés atingir o primeiro nivel e S, = Yo 5()
é a posicao da bolinha apds atingir o n-ésimo nivel.




Na figura a seguir temos a trajetéria de uma bolinha em um
tabuleiro de Galton para n = 10: temos 10 niveis e um
deslocamento de +1/4/10 apés atingir cada pino.

1 Realizagdes do Tabuleiro de Galton com 10 niveis

025
Posicao




Na figura a seguir temos a trajetéria de uma bolinha em um
tabuleiro de Galton para n = 50: temos 50 niveis e um
deslocamento de il/\/%. Observe que estamos diminuindo o
espacamento entre os niveis.

1 Realizagdes do Tabuleiro de Galton com 50 niveis

Posicdo




Na figura a seguir temos a trajetéria de uma bolinha em um
tabuleiro de Galton para n = 100: temos 100 niveis e um
deslocamento de £1/1/100.

1 Realizagdes do Tabuleiro de Galton com 100 niveis

0.00
Posicao




Na figura a seguir temos a trajetéria de uma bolinha em um
tabuleiro de Galton para n = 500: temos 500 niveis e um
deslocamento de £1/+/500.

1 Realizagdes do Tabuleiro de Galton com 500 niveis

0.4
Posicao




Na figura a seguir temos a trajetéria de uma bolinha em um
tabuleiro de Galton para n = 1000: temos 1000 niveis e um
deslocamento de £1/1/1000.

1 Realizagdes do Tabuleiro de Galton com 1000 niveis

Posicao




Construcao do movimento Browniano

Construimos assim uma sequéncia de tabuleiros de Galton onde o
deslocamento é +1/,/n em cada nivel e temos n niveis no total.
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Construcdao do movimento Browniano

Construimos assim uma sequéncia de tabuleiros de Galton onde o
deslocamento é +1/,/n em cada nivel e temos n niveis no total.
Suponha que temos um tabuleiro de Galton limite ao fazer n — oc.
A grosso modo, o movimento Browniano é a trajetéria de uma
bolinha nesse tabuleiro de Galton limite.

10 Realizagoes do Tabuleiro de Galton com 1000 niveis




Conclusoes

Ou seja, para simular o movimento Browniano em casa e sem um
computador, bastaria construir um tabuleiro de Galton dessa
sequéncia com n grande o suficiente.
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Conclusoes

Ou seja, para simular o movimento Browniano em casa e sem um
computador, bastaria construir um tabuleiro de Galton dessa
sequéncia com n grande o suficiente.

Relembre que que a posicdo final de uma bolinha tinha distribuicdo

aproximadamente normal. Pode-se mostrar que a posicao final do
movimento Browniano também tem distribuicdo normal.

Fato interessante 1: a trajetéria do movimento Browniano n3o é
diferenciavel em nenhum ponto.

Fato interessante 2: o grafico do movimento Browniano tém
dimensdo de Hausdorff 1.5.




Movimento Browniano - Tépicos avancados

E possivel definir integracdo com respeito ao movimento
Browniano.
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Movimento Browniano - Tépicos avancados

E possivel definir integracdo com respeito ao movimento
Browniano.

Essa nocdo de integracdo nos permite definir equacao diferenciais
estocdsticas.

Em casos de interesse, queremos estudar como um grande sistema
de equacdes diferenciais estocdsticas se comportam.

Refazemos as perguntas de Lei Forte dos Grandes Niimeros e
Teorema Central do Limite nesse contexto.




Obrigado!




