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Tépicos de Andlise Convexa

O método SIMPLEX

Aplicagdes

O método SIMPLEX para a resolugido do Problema de Programaca:



Outline

O problema da dieta

Queremos minimizar o custo de compra de determinados alimentos e, ao
mesmo tempo, atender as necessidades nutricionais didrias de vitaminas A, C e
D. Os alimentos considerados s3o leite, carne, frango e batata-doce, com as
quantidades expressas em suas respectivas unidades (litros, kg, e 100g para a
batata doce). A tabela 1 resume o conteddo nutricional por unidade de cada

alimento, a ingestdo didria minima necessaria e o custo por unidade.

‘ Leite ‘ Carne ‘ Frango ‘ Batata doce ‘ Quantidade minima

Vitamina A (mg) 2 2 5 4 11
Vitamina C (mg) 50 20 10 45 70
Vitamina D (mg) | 80 70 10 60 250
Custo (RS) 3 38 10 15

Tabela: Dados nutricionais e de custo para o problema da dieta
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Outline

O problema da dieta

A fungdo objetivo e as restricbes do problema de otimizagdo s as seguintes:

Minimizar: 3x; + 38x> + 10x3 + 1.5xs
Sujeito a:  2x1 + 2x2 + 5x3 + 4xq > 11
50x1 + 20x2 + 10x3 + 45x4 > 70
80x1 + 70x2 + 10x3 + 60x; > 250
X1, X2, X3, X4 > 0,

onde x1, x2, X3, xa representa as quantidades de leite, carne, frango e

batata-doce, respectivamente.
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Topicos de Andlise Convexa

Definicdes basicas

Comecamos com a definicdo de um conjunto convexo em R".

Definicao

Um conjunto ndo vazio C C R" € convexo se, para qualquer x1,x> € C e
a € [0,1], temos que ax1 + (1 —a)x € C.

Conjunto Convexo Conjunto ndo convexo
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Topicos de Andlise Convexa

Exemplos de conjuntos convexos.

Exemplos

Os seguintes conjuntos em R" sdo convexos:

» um espaco afim (o conjunto de solucées de um sistema linear de equacSes
C:={x € R"| Ax = b} onde A é uma matrizde mx nebeR");
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Topicos de Andlise Convexa

Exemplos de conjuntos convexos.

Exemplos

Os seguintes conjuntos em R" sdo convexos:

» um espaco afim (o conjunto de solucées de um sistema linear de equacSes
C:={x € R"| Ax = b} onde A é uma matrizde mx nebeR");

» o conjunto de solucées para um nimero finito de desigualdades lineares:
S= {xeRmn|a,-Tx§ biyi = 172,....m}.

Este conjunto é chamado de poliedro.
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Topicos de Andlise Convexa

Exemplos de conjuntos convexos.

Exemplos

Os seguintes conjuntos em R" sdo convexos:

» a bola B(xo,r) = {x:||[x —xl| < r},
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Topicos de Andlise Convexa

Exemplos de conjuntos convexos.

Exemplos

Os seguintes conjuntos em R" sdo convexos:
» a bola B(xo,r) = {x:||[x —xl| < r},
» o simplex m-dimensional
SZ{Xm:)\;X,-:)\,-ZOIZI,zm:)\,—ZI} (1)
i=1 i=1

para vetores xi, X2, . . ., Xm, linearmente independentes.
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Topicos de Andlise Convexa

Operacoes que preservam a convexidade.

As seguintes operagdes preservam a convexidade:

z

> Intersecdo: se Co,x € I sdo conjuntos convexos, entdo (), Co €

convexo.
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Topicos de Andlise Convexa

Operacoes que preservam a convexidade.

As seguintes operagdes preservam a convexidade:

z

> Intersecdo: se Co,x € I sdo conjuntos convexos, entdo (), Co €

convexo.

» Imagem de um conjunto convexo sob uma fun¢do afim: se C C R" for
convexo e f : R” — R™ é afim, entdo f(C) é convexo. Por exemplo, se C
for convexo, entdo C + xp (translagdo de C) e aC (“scaling”) sdo

conjuntos convexos.
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Topicos de Andlise Convexa

Operacoes que preservam a convexidade.

As seguintes operagdes preservam a convexidade:

z

> Intersecdo: se Co,x € I sdo conjuntos convexos, entdo (), Co €

convexo.

» Imagem de um conjunto convexo sob uma fun¢do afim: se C C R" for
convexo e f : R” — R™ é afim, entdo f(C) é convexo. Por exemplo, se C
for convexo, entdo C + xp (translagdo de C) e aC (“scaling”) sdo

conjuntos convexos.

» Soma de dois conjuntos: se C; e (; sdo convexos, entdo
G+G={a+ca:ac€ CG,cc G} éconvexo.
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Topicos de Andlise Convexa

Operacoes que preservam a convexidade.

As seguintes operagdes preservam a convexidade:

z

> Intersecdo: se Co,x € I sdo conjuntos convexos, entdo (), Co €

convexo.

» Imagem de um conjunto convexo sob uma fun¢do afim: se C C R" for
convexo e f : R” — R™ é afim, entdo f(C) é convexo. Por exemplo, se C
for convexo, entdo C + xp (translagdo de C) e aC (“scaling”) sdo

conjuntos convexos.

» Soma de dois conjuntos: se C; e (; sdo convexos, entdo
G+G={a+ca:ac€ CG,cc G} éconvexo.

» Produto cartesiano de dois conjuntos: se C; e C, sdo convexos, entdo

Gy x G, é convexo.
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Topicos de Andlise Convexa

Envoltério convexo de um conjunto.

Conv(X), o envoltério convexo de um conjunto X # (), é o menor conjunto

convexo que contém X.
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Topicos de Andlise Convexa

Envoltério convexo de um conjunto.

Conv(X), o envoltério convexo de um conjunto X # (), é o menor conjunto

convexo que contém X.

Temos que

Conv(X) = c Q(X)C
€

onde S(X) = {C| C é convexo e X C C}.
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Envoltério convexo de um conjunto.

Conv(X), o envoltério convexo de um conjunto X # (), é o menor conjunto

convexo que contém X.

Temos que

Conv(X) = c Q(X)C
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Topicos de Andlise Convexa

Envoltério convexo de um conjunto.

Conv(X), o envoltério convexo de um conjunto X # (), é o menor conjunto

convexo que contém X.

Temos que

Conv(X) = c Q(X)C
€

onde S(X) = {C|C é convexo e X C C}.
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Topicos de Andlise Convexa

Envoltério convexo de um conjunto.

Proposicao
Dado X # (0, Conv(X) € o conjunto de todas as combinacdes convexas (finitas)
de pontos de X:

k k
conv(X):{ZA,-x,-:kz1,A,zo,x,ex,i21,z,\,:1}.

i=1 i=1
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Topicos de Andlise Convexa

Projecdo num conjunto convexo e fechado.

Proposicao
Dado um conjunto n3o vazio convexo e fechado C C R" e um ponto £ ¢ C,
existe um tnico ponto a € C tal que [|X — a|| = min{||X — y|||y € C}.

Observac3o: O ponto a é chamado de projecdo de X em C, e é denotado por
Pc(%).
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Topicos de Andlise Convexa

Projecdo num conjunto convexo e fechado.

F: Projecéo de D no conjunto C

Mauricio R. Sicre! O método SIMPLEX para a resolugio do Problema de Programacdo Linea




Topicos de Andlise Convexa

Projecdo num conjunto convexo e fechado.

‘ﬂ

F: Projecéo de D no conjunto C
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Topicos de Andlise Convexa

Projecdo num conjunto convexo e fechado.

Proposicao
Considere um conjunto ndo vazio convexo e fechado C C R" e um ponto

X ¢ C. O ponto x € C projecdo de X em C se e somente se

(K—x,y—x)<0 VyecC.
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Topicos de Andlise Convexa

Teoremas de separacao.

Definicao

Um hiperplano em R" é um espaco afim H C R" de dimensdo igual a n — 1.

Proposicao
Um conjunto H C R" é um hiperplano se, e somente se, existe um vetor
diferente de zero a € R" e uma constante real ¢ de modo que

H={xeR"|(x,a) = c}.
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Topicos de Andlise Convexa

Teoremas de separacao.

Definicao

Um hiperplano em R" é um espaco afim H C R" de dimensdo igual a n — 1.

Proposicao
Um conjunto H C R" é um hiperplano se, e somente se, existe um vetor
diferente de zero a € R" e uma constante real ¢ de modo que

H={xeR"|(x,a) = c}.

Teorema
Sejam C C R" um conjunto convexo e y ¢ C. Entdo, existe um vetor a € R"
tal que

(a,y) > sup(a, x).
xeC
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Topicos de Andlise Convexa

Teoremas de separacgao..
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Topicos de Andlise Convexa

Teoremas de separacgao..

Teorema

Seja C C R" um conjunto convexo e y um ponto fronteira de C, ou seja,

y € C\int(C). Entéo, existe um vetor a € R" tal que (a,y) > sup{a, x).
xeC
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Topicos de Andlise Convexa

Teoremas de separacgao..

Teorema

Seja C C R" um conjunto convexo e y um ponto fronteira de C, ou seja,

y € C\int(C). Entéo, existe um vetor a € R" tal que (a,y) > sup{a, x).
xeC

Teorema

Sejam C e D dois conjuntos convexos fechados e tais que C N D = (). Ent3o,
existe um hiperplano que separa C e D, ou seja ou seja, existe um vetor
diferente de zero a € R" de modo que Cigfc<a, c) > :gg(a, d).
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Topicos de Andlise Convexa

Teoremas de separacgao..

Teorema

Seja C C R" um conjunto convexo e y um ponto fronteira de C, ou seja,

y € C\int(C). Entéo, existe um vetor a € R" tal que (a,y) > sup{a, x).
xeC

Teorema
Sejam C e D dois conjuntos convexos fechados e tais que C N D = (). Ent3o,
existe um hiperplano que separa C e D, ou seja ou seja, existe um vetor
diferente de zero a € R" de modo que inf (a, c) > sup(a, d).

cec debD

Teorema

Sejam C e D dois conjuntos convexos fechados e tais que C é limitado e
CN D =10. Entdo, existe um hiperplano que separa estritamente C e D, ou
seja, existe um vetor diferente de zero a € R" de modo que

inf (a, c) > sup(a, d).
inf(a.c) > supa.d)
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Topicos de Andlise Convexa

Teoremas da alternativa

Lema (Lema de Farkas homogéneo)
Exatamente uma das alternativas abaixo se verifica

a) O sistema de inequagbes lineares

a'x <0,
(F):

T .
a;x>0,i=1,....,m.

tem solugao.

b) existe A > 0 tal que a =37, \ia;.
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Topicos de Andlise Convexa

Teoremas da alternativa

Lema (Lema de Farkas homogéneo)
Exatamente uma das alternativas abaixo se verifica

a) O sistema de inequagbes lineares

a'x <0,
(F):

T .
a;x>0,i=1,....,m.

tem solugao.

b) existe A > 0 tal que a =37, \ia;.
Observagdo: a = )" Aja; para algim X\ > 0 se, e somente se,
a € Cone({a1,a,...,am}) = ZT,a,|T, >0, ,n

que é um conjunto (cénico) convexo e fechado. Logo,

a¢ Cone({ai,a,...,am}) = Ix tal que a' x < infa' y y € Cone ({a1,a2,...,am})
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Topicos de Andlise Convexa

Teoremas da alternativa




Topicos de Andlise Convexa

Teoremas da alternativa
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Topicos de Andlise Convexa

Teoremas da alternativa

Considere os sistemas de equacgdes e inequagdes lineares

alx>by, i=1,...,p,
alx>by, i=p+1,...,m

(57)

e
220, A>0
'-11 /\,-a; = 07 ;, ’
i %;’71 A >0 T : >ty diai =0,
i=1"M ’ m h.
S e >0 S ik > 0.

Teorema (Theorema General da Alternativa)

O sistema S € infactivel se, e somente se, T; ou Tj tem solugdo.
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Topicos de Andlise Convexa

Teoria de dualidade

» Problema primal:
minimizar ¢’ x
sujeito a: Ax > b
x>0,

onde c e R", b€ R™ e A é uma matriz de m x n.
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Topicos de Andlise Convexa

Teoria de dualidade

» Problema primal:
minimizar ¢’ x
sujeito a: Ax > b
x>0,
onde c € R", b€ R™ e A é uma matriz de m x n.

» Problema dual:

maximizar b’ y
sujeito a: ATy <c
y 20,

O método SIMPLEX para a resolugio do Problema de Programacao Li
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Topicos de Andlise Convexa

Teoria de dualidade

Dualidade fraca: observe que

Ax > b, x>0, ATySC,yZO = yTAXZyTb = CTXZyTb
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Topicos de Andlise Convexa

Teoria de dualidade

Dualidade fraca: observe que

Ax > b, x>0, ATySC,yZO = yTAXZyTb = CTXZyTb

Teorema (Dualidade forte)

Se tanto o Problema Primal quanto o Problema Dual forem vidveis, entdo os
dois problemas tém solugdo Stima e os valores timos coincidem.
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Topicos de Andlise Convexa

Teoria de dualidade

Idéia da prova: Usar Teoremas da alternativa. Sejam c* e z* o valores étimos
do problemas primal e dual, respectivamente, e ¢ > 0. O sistema de inequacdes
lineares

—c"x>—(c"—¢), Ax>b, x>0
é invidvel. Logo pelo Lemma de Farkas (uma extens3o de versdo apresentada
aqui) temos que existe y = (Ao, A1, ..., Am) > 0 tal que

—Xo(c" =)+ b A= —Xo(c —s)-i—Z)\b >0

i=1

—doc+ATA=—Xoc+ Y Na <0,

i=1
Definindo y = (1/X0)(A1, - - Am) (Ao # 0) temos que

Aly<c, b'y>c"—e = 2" >c"—¢ Ve>0.
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Topicos de Andlise Convexa

Pontos extremos.

Definicao
O ponto x é um ponto extremo do conjunto convexo C se ele ndo pode ser

escrito como a combinagcdo convexa de pontos de C.
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Topicos de Andlise Convexa

Pontos extremos.

Definicao
O ponto x é um ponto extremo do conjunto convexo C se ele ndo pode ser

escrito como a combinagcdo convexa de pontos de C.

Pontos extremos
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Topicos de Andlise Convexa

Pontos extremos.

Exemplo

Os pontos extremos do simplex S = {(xl, x2,x3) ERY | 30 xi = 1} sdo os
vetores (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1).
L

-—
Y
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Topicos de Andlise Convexa

Pontos extremos.

Exemplo

Os pontos extremos da bola fechada B(xo, r) = {x : ||x — x0|l2 < r} sdo os

vetores x que satisfazem ||x — xo|l2 = r.
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Topicos de Andlise Convexa

Pontos extremos.

Teorema
Seja C C R" um poliedro limitado (politopo). Entdo C = Conv(ext(C)). isto

é, C é o fecho do envoltdrio convexo do conjunto de seus pontos extremos.
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Topicos de Andlise Convexa

Pontos extremos.

Teorema
Seja C C R" um poliedro limitado (politopo). Entdo C = Conv(ext(C)). isto

é, C é o fecho do envoltdrio convexo do conjunto de seus pontos extremos.

Pontos extremos
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Topicos de Andlise Convexa

Funcdes convexas.

Definicao

A fungio f : R™ — R € convexa se
flax+ (1 — a)y) < af(x) + (1 — a)f(y)

para todo x,y e a € [0,1]
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Topicos de Andlise Convexa

Funcdes convexas.

Exemplos

> Funcdes lineares afim f : R™ — R, f(x) =c x+d.
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Topicos de Andlise Convexa

Funcdes convexas.

Exemplos
> Funcdes lineares afim f : R™ — R, f(x) =c x+d.

> FungSes quadrdticas f : R™ — R, f(x) = x” Ax + ¢’ x + d, onde a matriz
A é semidefinida positiva, isto é x" Ax > 0 para todo x.
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Topicos de Andlise Convexa

Funcdes convexas.

Teorema
A funcdo f : R™ — R é convexa se, e somente se, seu epigrafo

epi(f) = {(x,y) | f(x) <y} CR™

€ um conjunto convexo.
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Topicos de Andlise Convexa

Funcdes convexas.

Teorema
A funcdo f : R™ — R é convexa se, e somente se, seu epigrafo

epi(f) = {(x,y) | f(x) <y} CR™

€ um conjunto convexo.

>

Figura: Epigrafo de uma fun¢3o convexa
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Topicos de Andlise Convexa

Funcdes convexas.

Teorema
A fungdo f : C C R" — R diferencidvel no conjunto aberto e convexo C é

convexa se, e somente se, satisfaz

f(y) > f(x) + (Vf(x),y — x) para todo parx,y € C
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Topicos de Andlise Convexa

Funcdes convexas.

Teorema
A fungdo f : C C R" — R diferencidvel no conjunto aberto e convexo C é

convexa se, e somente se, satisfaz

f(y) > f(x) + (Vf(x),y — x) para todo parx,y € C

Teorema
A fungdo f : C C R" — R diferencidvel conjunto aberto e convexo C é convexa

se, e somente se, satisfaz

(VFf(x) — Vf(x),y —x) >0 para todo par x, y € C
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Topicos de Andlise Convexa

Funcdes convexas.

Exemplo
A funcdo f : Ri1 — R f(x) = —In x é convexa. Observe que f'(x) = —1/x é

uma funcdo crescente em Ry e, portanto, temos que

(f'(y) = f'(x)) (v — x) > 0 para todo x, y € Ry;.
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Topicos de Andlise Convexa

Funcdes convexas.

Exemplo
A funcdo f : Ri1 — R f(x) = —In x é convexa. Observe que f'(x) = —1/x é

uma funcdo crescente em Ry e, portanto, temos que

(f'(y) = f'(x)) (v — x) > 0 para todo x, y € Ry;.

Logo, para xi,...xm €E Ryy e A1,...Am €ERy, com A1 + ...+ A =1, temos
f()\lxl + ...+ Ame) < A1f(X1) + ...+ )\mf(Xm)
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Topicos de Andlise Convexa

Funcdes convexas.

Exemplo
A funcdo f : Ri1 — R f(x) = —In x é convexa. Observe que f'(x) = —1/x é

uma funcdo crescente em Ry e, portanto, temos que

(f'(y) = f'(x)) (v — x) > 0 para todo x, y € Ry;.

Logo, para xi,...xm €E Ryy e A1,...Am €ERy, com A1 + ...+ A =1, temos
f()\lxl + ...+ Ame) < A1f(X1) + ...+ )\mf(Xm)
Isto é€,

—In(Ax1 + ...+ Amxm) < =AiIn(x1) — ... — AmIn (Xm)

donde segue que N
1

Xq »»'Xn>,‘,'"§)\1x1+...+)\mxm

Em particular, para \y = ... = Am = 1/m obtemos

m<x1+...+xm
Xy <t TR

m
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Topicos de Andlise Convexa

Funcdes convexas.

Teorema
Seja f : R™ — R uma fungdo diferencidvel e convexa. Entdo x* é um minimo
local de f se , e somente se, é um minimo global de f, e se, e somente se,
satisfaz

VFf(x*)=0
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Topicos de Andlise Convexa

Funcdes convexas.

O problema de otimiza¢do convexo
minimizar f(x)
sujeito a x € C.

onde f é uma fungdo convexa e C é um conjunto convexo.
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Topicos de Andlise Convexa

Funcdes convexas.

O problema de otimiza¢do convexo
minimizar f(x)
sujeito a x € C.

onde f é uma fungdo convexa e C é um conjunto convexo.

Teorema

Seja f : R™ — R uma fungdo diferencidvel e convexa. Entdo x* é um minimo
local de f no conjunto convexo C se , e somente se, € um minimo global de f
em C, e se, e somente se, satisfaz

(VF(x"),y —x") >0 VyeC.
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O Problema de Programacdo Linear.

minimizar ¢’ x
sujeito a: Ax =bex >0,

onde c € R", b € R™ e A é uma matriz de m X n de posto completo.
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O Problema de Programacdo Linear.

Exemplo

Um Problema de Armazenagem: Considere o problema de operar um armazém,
comprando e vendendo uma certa mercadoria que pode ser armazenada no
mesmo, a fim de maximizar o lucro em uma certa janela de tempo.

i) O armazém tem uma capacidade fixa C e hd um custo r por unidade para
manter o estoque por um periodo.

ii) O preco, pi, da mercadoria é conhecido por flutuar ao longo de um
nidmero de periodos de tempo - digamos meses, indexado por i. Em
qualquer periodo, o mesmo prego € valido para compra ou venda.

ii) O armazém estd originalmente vazio e deve estar vazio no final do iltimo

periodo.
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O Problema de Programacdo Linear.

Exemplo

Para formular este problema, varidveis sdo introduzidas para cada periodo de
tempo. Em particular:

i) x; denota o nivel de estoque no armazém no inicio do periodo i,
ii) uj denota a quantidade comprada durante o periodo i,

iii) s; denota a quantidade vendida durante o periodo i.

Se houver n periodos, o problema é

n
maximizarz (pi(si — ui) — rxi)

i
sujeito a xip1=xi+ui—s i=12,...,n—1

Xn+ Un—5S, =0

xi+z=C i=2,...,n

x1=0, x>0, u >0, s >0, =z >0.
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O Problema de Programacdo Linear.

Exemplo
Problema de Fabricacdo. Suponha que uma instalacdo que é capaz de
fabricar n produtos diferentes, cada um dos quais pode exigir diversas

quantidades de m recursos diferentes:

i) cada produto j pode ser produzido em qualquer quantidade de unidades
xi>0,j=12,...,n
ii) cada unidade do j-ésimo produto pode ser vendida por p; reais e precisa de
ajj unidades do i-ésimo recurso, i =1,2,...,m.
Assumindo que o custo de produgdo de cada produto é uma funcdo linear da
quantidade de unidades produzidas, se nos for dado um conjunto de m
ndmeros by, by, . .., by descrevendo as quantidades disponiveis dos m recursos,
desejamos desenvolver uma estrategia de fabricacdo dos produtos para

maximizar a receita.
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O Problema de Programacdo Linear.

Exemplo

Formulagcdo do problema: precisamos maximizar
p1x1 + p2X2 + ...+ PnXn
considerando as seguintes restricoes de recursos
a,'1X1—‘y—312X2-i-.“-l-a,'anSb,‘7 i=1,....,m
e restricGes de ndo negatividade em todas as varidveis de produgio

x1 <0, xx>0,..., xn >0.
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O Problema de Programacdo Linear.

. T
minimizar ¢’ x
sujeito a: Ax=0>b

x>0,

ceR", beR™, Ade mx nde posto completo.
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O Problema de Programacdo Linear.

Considere o sistema de equagdes lineares
Ax=0b (2)
onde b € R™ e A é uma matriz m X n de posto completo (m < n).
Definicao
Seja B uma submatriz de A formada por n colunas de A. A solucio basica do
sistema (2) definida por B € o vetor x = (xg, xp) com xg = B™'b e xp = 0.
e Os componentes x;, j € B sdo chamadas de varidveis bdsicas da solugdo
basica.
e Se uma ou mais das varidveis basicas for igual a zero, chamamos a solucdo
bdsica de solugdo basica degenerada.

e De maneira geral, temos que x = (xg,xp) com xg = B™* (b — Dxp) e xp

livre sdo as solucéesde (2) associadas a B.
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O Problema de Programacdo Linear.

Exemplo

bx1 + 6x2 4+ 2x3 4+ x5 = b.

A:151_106b=23.
5 6 2 0 1 28

Considere as bases By e By e as corrrespondentes solucbes bdsicas:

1 1
> B = <5 Z)r X1 = (XBI7O) com Xg, = B;Ib = <0>

-1 -1
> B, = <0 2>,X2=(X32,0) com xg, = By 'b = (5>

{Xl + 5 4+ x3 - xx = 1,

Temos
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O Problema de Programacdo Linear.

Agora, consideraremos o sistema de equacgdes e inequagdes lineares:

Ax=b, x>0. (3)
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O Problema de Programacdo Linear.

Agora, consideraremos o sistema de equacgdes e inequagdes lineares:

Ax=b, x>0. 3
Definicao
Uma solugdo vidvel para o sistema (3) que também € bdsica para o sistema

Ax = b é chamada de solugcdo bdasica vidvel.
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O Problema de Programacdo Linear.

Agora, consideraremos o sistema de equacgdes e inequagdes lineares:

Ax=b, x>0. 3
Definicao
Uma solugdo vidvel para o sistema (3) que também € bdsica para o sistema

Ax = b é chamada de solugcdo bdasica vidvel.

Exemplo
X1 +  5x + X3 - x4 = 1,
5X1 —|— 6X2 —|— 2X3 —|— X5 = 5
X1207 X2ZO7 X3ZO7 X4207 X5ZO'

e (x1,x) = (1,0), xp = (x3,xs,x) = (0,0,0) € uma solucio bdsica vidvel.

o (x3,x5) = (1,3), xp = (x1, %2, xa) = (0,0,0) € outra solucio basica vidvel.
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O Problema de Programacdo Linear.

Teorema

Considere o PPL
minimizar ¢’ x

sujeito a: Ax =b e x > 0.

Temos que

i) se S) tem uma solugio vidvel entdo tem uma solucdo vidvel bdsica;

ii) se S) tem uma solugcdo étima vidvel entdo tem uma solugdo vidvel étima
basica.

R. Sicrel O método SIMPLEX para a resolugio do Problema de Programacéo



0O método SIMPLEX

O Problema de Programacdo Linear.

Idéia da prova:

ai ai ais aia
X1 + x2 + x3 + x4 =b
an a2 a3 axy
11 a1l a3 ~
com x1, x2, x3 >0 e x4 =0. Temos que , e sao
an1 ax axs

linearmente independentes, logo existem a1, a2, az € R com algiim deles
positivo e tais que
ai ai a3
a1 + (6% + a3 =
an1 an az
Considerando € > 0 segue que

a1l aia

ai ai3
(1 —eaa) + (2 — ean) + (x5 — ea) + X =b
an an axz azs
. Xi . . .
e tomando e = min{ — |a; > 0, i =1,2,3 » podemos reduzir uma varidvel a
Qi

zero e obter uma nova solugdo viavel.
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O Problema de Programacdo Linear.

Teorema (Equivaléncia de pontos extremos e solucdes basicas)

Considere o sistema
L T
minimizar ¢’ x
sujeito a: Ax =bex >0,
Considere o poliedro convexo e fechado das solugdes vidveis para S)
K={Ax=bex>0}.

Ent3do, um vetor x é um ponto extremo de K se, e somente se, x é uma
solucdo bdsica vidvel para S).
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O Problema de Programacdo Linear.

Teorema
Sejam f(x) = ¢ x uma funcdo linear e K = {Ax = b e x > 0,} um poliedro

limitado. Entdo, f atinge seu valor minimo num ponto extremo de K.

Prova

Seja x* um mininimo global de f em K. Existem x',...,x* pontos extremos de
K e constantes reais ndo A1,..,\x tais que

K K
x*:Z)\;xicomz\;EOizl,...,k e Z)\;:l.
i—1

i=1

Desta forma segue que

F(x") = f (Z A,-x"> =3 nf (x) = DNF() = F(x)
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O método SIMPLEX.

> PPL)
min ¢’ x

sujeito a: Ax =be x > 0.
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O método SIMPLEX.

> PPL)
min ¢’ x
sujeito a: Ax =be x > 0.
» Considerando uma base B e A = [B| D] reescrevemos o PPL acima assim:
minz=caB 'b+¢c x=z+(0,é)" (xg,xp)
sujeito a: B~'Ax = B~ [B| D] = [/ | B’lD] x=B"1b

x = (xg,xp) > 0.
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O método SIMPLEX.

> PPL)
min ¢’ x

sujeito a: Ax =be x > 0.

» Considerando uma base B e A = [B| D] reescrevemos o PPL acima assim:
minz=caB 'b+¢c x=z+(0,é)" (xg,xp)
sujeito a: B~'Ax = B~ [B| D] = [/ | B’lD] x=B"1b
x = (xg,xp) > 0.

onde
° 7z = chflb é o valor da fung¢3o objetivo na solugdo bésica associada a B
e £=(0,&]), onde &} = ¢ — ¢ B7ID, ¢ o chamado vetor de custos

reduzidos.
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O método SIMPLEX.

Exemplo
> PPL:
min z = 6xy + 7x2 + 4x3
4x1 + bx 4+ x3 < 23
5X1 + 6X2 + 2X3 Z 28

X1207 XQZO, X320'

» Introduzindo as varidveis de folga, temos a seguinte reformulacdo do LPP

acima na forma padrdo

min z = 6x1 + 7x2 + 4x3
dx; + b5x2 + x3 + e = 23
bx1 + 6xx + 2x3 — e = 28
x120, x>0 x3>20 e >0 &>0.
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O método SIMPLEX.

Exemplo
> PPL:
min z = 6x1 + 7x2 + 4x3
x 5 1 41 o) (™ 23
X2 X2
<X3> - (6 2) <X3> (5 0 _1> - (28)
€2 €2

X1207 X2207 X3ZO7 e1207 8220-

Mauricio R. Sicre® O método SIMPLEX para a resolugio do Problema de Programacdo Linea




0O método SIMPLEX

O método SIMPLEX.

Exemplo
> PPL:

min z = 6x1 + 7x2 + 4x3

a 5 1 41 o) (™ 23
X2 X2
<X3> - (6 2) <X3> (5 0 _1> - (28)
€ €
X1 2 07 X2 2 07 X3 Z 07 €1 Z 07 €2 2 0.

12 -1/4

» Multiplicand B! =
ultiplicando por <_3/2 5/

>, reescrevemos o PPL acima:
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O método SIMPLEX.

Exemplo
> PPL:

min z = 6x1 + 7x2 + 4x3

a 5 1 41 o) (™ 23
X2 X2
<X3> - (6 2) <X3> (5 0 _1> - (28)
€ €
X1 2 07 X2 2 07 X3 Z 07 €1 Z 07 €2 2 0.

12 -1/4

» Multiplicand B! =
ultiplicando por <_3/2 5/

>, reescrevemos o PPL acima:

min z=(7,4)(x2,x3)7 4+ 6x1 = 67/2 + (—=1/4,5/2,13/4)(x1, &1, &) "

X 34 12 1/a ) () [9)2
x) " \1/a —32 —s5/a Z 12

x1 >0, x0 >0, x3 >0, g >0, e3> 0:
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O método SIMPLEX.

> PPL)
T
min ¢’ x
sujeito a: Ax =bex>0.
» Considerando uma base B e A = [B| D] reescrevemos o PPL acima assim:
min z = CBT (Bflb — BilDXD) + EDTXD =2z + (0, ED)T(XB,XD)
sujeito a: B Ax = B~ [B| D] = [/ | B’ID} x=xg+B 'Dxp =B b
x = (xg,xp) > 0.

onde

° 7z = ch*Ib é o valor da fung¢3o objetivo na solugdo bésica associada a B
e £=(0,&]), onde &} = ¢ — ¢ B7D, é o chamado vetor de custos

reduzidos.
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O método SIMPLEX.

Exemplo

>

min z = (7,4)(x2, x3)7 4+ 6x1 = 67/2 + (—1/4,5/2,13/4)(x1, 1, &2) "

1 0\ [ 34 12 14\ () (92
=2 (o 1) (X3>+<1/4 —3/2 —5/4) Z _(1/2>

Xlzoy X2207 X3207 61207 6220

» Queremos obter uma nova solugcdo bdsica: Como proceder?
e Vamos trocar uma das varidveis basicas por uma das varidveis nio basicas,
para construir uma nova base;

e isto é uma das varidveis x» ou x3 vai sair da base e uma das varidveis x1, e1
ou e vai entrar na base.
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O método SIMPLEX.

Exemplo

min z =z + hxp = 67/2 + (—1/4,5/2,13/4)(x1, €1, &) "

1 0) [ 34 12 14\ () (92
> (o 1) <X3>+<1/4 ~3/2 —5/4) : _<1/2>

x120, 220, 320, & 20, & >0.
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étodo SIMPLEX.

Exemplo

min z =z + hxp = 67/2 + (—1/4,5/2,13/4)(x1, €1, &) "
o [t O) (). (34 vz va Xl 9/2
. € =
0 1/ \x 1/4 -3/2 —5/4) |~ 1/2
€2
X1207X2207X3207612076220~

» Observe que:

» Assignando valores positivos para x1 o valor da func3o objetivo decresce.
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O método SIMPLEX.

Exemplo

min z =z + hxp = 67/2 + (—1/4,5/2,13/4)(x1, €1, &) "

o [t O) (). (34 vz va ) (o2
“lo 1/ \x 14 —3/2 —s5/4) | %) " \1)2
€2
X1207X2207X3207 612076220~

» Observe que:

» Assignando valores positivos para x1 o valor da func3o objetivo decresce.

> xy = 9/273/4X1 — 1/261 — 1/462 e x3 = 1/27 1/4X1 +3/261 +5/462.
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O método SIMPLEX.

Exemplo

min z =z + hxp = 67/2 + (—1/4,5/2,13/4)(x1, €1, &) "

o [t O) (). (34 vz va ) (o2
“lo 1/ \x 14 —3/2 —s5/4) | %) " \1)2
€2
X1207X2207X3207 612076220~

» Observe que:
» Assignando valores positivos para x1 o valor da func3o objetivo decresce.
> xy = 9/2 . 3/4X1 — 1/261 — 1/462 e x3 = 1/2 . 1/4X1 +3/261 +5/462.

> Se os coeficientes de x; nas expressées de xy e x3 forem positivos, podemos
entdo assignar valores arbitrariamente grandes a x1, mantendo xo > 0 e
x3 > 0, e fazendo a funcdo objetivo arbitrariamente pequena. Neste caso o
PPL é€ ilimitado inferiormente.
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O método SIMPLEX.

Exemplo
> Xy = 9/2 — 3/4X1 — 1/261 — 1/462 € X3 = 1/2 — 1/4X1 + 3/261 +5/462
» Definindo x; = (9/2)/(3/4) = 6 e mantendo e; = e, = 0, a nova solucio é

X2 :9/273/4X1 — 1/261 — 1/462 :9/2*9/2*0*0:07
x3=1/2 —1/4xi +3/2e1 +5/4e, =1/2 —3/2+0+0 = —1,

Isto é, (x1, x2, x3, €1, &) = (6,0,—1,0,0) que € invidvel.
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O método SIMPLEX.

Exemplo

> Xy = 9/2 —3/4X1 — 1/261 — 1/462 € X3 = 1/2— 1/4X1 +3/2e1 +5/462

» Definindo x; = (9/2)/(3/4) = 6 e mantendo e; = e, = 0, a nova solucio é
X2 = 9/2 — 3/4X1 — 1/261 — 1/462 = 9/2*9/2 *O*O = 07
x3=1/2—1/4x +3/2e1 +5/4ey =1/2—3/2+ 040 = —1,

Isto é, (x1, x2, x3, €1, &) = (6,0,—1,0,0) que € invidvel.

» Definindo x; = (1/2)/(1/4) = 2 e mantendo e; = e2 = 0, a nova solucdo é
X =9/2—-3/4x1 —1/2¢1 — 1/4e, =9/2—-3/2—-0—-0=3,
x3=1/2—-1/4x1+3/2e1 +5/4e2=1/2—-1/2+0+0=0.

Isto &, (x1, x2, x3, €1, ) = (2,3,0,0,0) que é vidvel.
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O método SIMPLEX.

Exemplo

» Equivalentemente

34 1) (x), (0 12 14 ) (92
1/4 0) \x 1 —3/2 —5/4 Z “ 12

com (x1,x2, &) = (0,0,0).
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O método SIMPLEX.

Exemplo

» Equivalentemente

34 1) (x), (0 12 14 ) (92
1/4 0) \x 1 —3/2 —5/4 Z “ 12

com (x1,x2, &) = (0,0,0).

» Sistema linear antes da troca de varidveis:

1 0) (x 3/ 12 14\ () (92
0 1)\x) " \1a =32 554 Z 12
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O método SIMPLEX.

Exemplo
» Reescrevendo o PPL obtemos

minz = 6x; + 7x2 + 4x3

Xl X3 3/4 1\ (x 0 1/2 1/4 e 9/2
sa B <X2> b Z - (1/4 0> <X2> M (1 —3/2 5/4> : B <1/2>

x1 >0, x>0, x3>0, e >0, &>0.
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O método SIMPLEX.

Exemplo
» Reescrevendo o PPL obtemos

minz = 6x; + 7x2 + 4x3

X3 X3
3/4 1 0 1/2 1/4 9/2
s.a B: X +D1 e | = / x + / / e | = /
o 1/4 0) \x 1 —3/2 —5/4 1/2
€2 €
x1 >0, x>0, x3>0, e >0, &>0.

4
» Multiplicando por B] - <0 > obtemos

1 -3

min z = (6,7)(x1,x2)" +4x3 =33+ (1,1,2)(xs, €1, ) T

X3
1 0 X1 4 -6 -5 2
s.a + e | =
0 1 X2 -3 5 4 3
€




0O método SIMPLEX

O método SIMPLEX.

> PPL:

min z = (6,7)(x1,%)" + 4x3 = 33+ (1,1,2)(x3, e1, &)

X3
<a 1 0 X1 n 4 -6 -5 2

. e | =

0 1) \x -3 5 4 ' 3

€2

X1207 X2207 X3205 612076220'

» O vetor de custos reduzidos é n3o negativo: Podemos provar que neste
caso a solugdo encontrada é 6tima.
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O método SIMPLEX.

min z = c;— (B_lb — B_IDXD> + EEXD =z + EEXD
sujeito a: B 'Ax = B~ [B| D] = [/ | B—lo] x=xp+B 'Dxp =B b

x = (xg,xp) > 0.

onde

° 7z = ch_lb é o valor da fung¢3o objetivo na solugdo bésica associada a B

° Eg = CE; — ch_lD, é o vetor de custos reduzidos.

R. Sicrel O método SIMPLEX para a resolugio do Problema de Programacao Li



0O método SIMPLEX

O método SIMPLEX.

min z = c;— (B_lb — B_IDXD> + EEXD =z + EEXD
sujeito a: B 'Ax = B~ [B| D] = [/ | B—lo] x=xp+B 'Dxp =B b

x = (xg,xp) > 0.

onde
° 7z = ch_lb é o valor da fung¢3o objetivo na solugdo bésica associada a B

° Eg = CE; — ch_lD, é o vetor de custos reduzidos.

» Tabela do SIMPLEX

Basic variables H z ‘ XB ‘ Xp ‘ ‘
X o| 1 |B'D|b
1 0 7ED p4s)
onde
o xg ={x1,...,Xm} € Xxp = {Xm+1,...,Xn} sd0 as varidveis bdsicas e nio

basicas, respectivamente.
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O método SIMPLEX.

Vers3o detalhada da tabela

Basic
. Z| X1 .. Xr oo Xm | Xmi1 S Xs . Xn
variables
I_1 X1 0 [._71
L, «+ Xr 0 I Ns b,
Lm Xm 0 b
Lm+1 1 0 0 0 7Em+1 755 *En p)
T
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O método SIMPLEX.

Exemplo

Queremos produzir geleia de morango e de goiaba. A quantidade de agicar
disponivel é de 8 toneladas e o capital é de 40.000 reais. As goiabas sido
comprados por 2 reais o kg e os morangos por 15 reais o kg. A geleia de goiaba
€ vendida por 4,50 reais por kg e a geleia de morango por 12,60 reais por kg. A
geleia de morango é obtida pela mistura de 50% de morangos e 50% de acicar,
e a de goiaba pela mistura de 40% de goiaba e 60% de acicar. Modele o
problema de maximizar o lucro como um problema programacio linear e

encontre a solucdo usando o método SIMPLEX.
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O método SIMPLEX.

Sejam x1 e x» as quantidades de agticar destinadas (em kg) a produgio de
geleia de morango e de goiaba, respectivamente. Temos que:

» A quantidade de agicar utilizada n3o pode ultrapasar o total em estoque
(8000 kg): x1 + x» < 8000;

» Temos que comprar x; kg de goiaba (a um custo de 2 reais o kg) e (4/6)x
kg de morango (a um custo de 15 reais o kg), devido a composicdo das
geléias. Além disso, o custo total da compra nao pode ultrapasar o
orcamento de 40000 reais: 2x; + 15(4/6)x2 = 2x1 + 10x» < 40000.

» O lucro pela venta da geleia de goiaba é 4,5(2x1) — 2x1 = 7x1, € o lucro
pela venta da geleia de morango é 12,6(10/6)x2) — 15(4/6)x2 = 11x;

O problema de maximizar o lucro é modelado pelo PPL

max 7x1 + 11xo
8000
40000

X1 + x
2x1 + 10x»
X1 2 07 X2 Z 0.

<
<
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O método SIMPLEX.

O problema de maximizar o lucro é modelado pelo PPL:

max 7x1 + 11x»
X1 + x
2x; + 10x»

X1 2 0, X2 2 0.

8000
40000

INIA
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O método SIMPLEX.

O problema de maximizar o lucro é modelado pelo PPL:

max 7x1 + 11x»
8000
40000

X1 + x
2x; + 10x»
X1 2 07 X2 2 0.

INIA

Introduzindo as varidveis de folga e; e e, obtemos o seguinte PPL

equivalente, na forma padrdo:

max 7x1 + 11xo
X1 + x + e = 8000
2x1 + 10x2 + e = 40000
x1 >0, x2>0, e >0, &>0.
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O método SIMPLEX.

Tabela inicial: A varidvel x; entra na base e a varidvel e, sai da base.

z x1 x e e|b
e ||0 1 1 1 0 | 8000
— el|l0 2 10 0 1 | 40000
z 1 -7 —-11 0 01O
0
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étodo SIMPLEX.

Tabela inicial: A varidvel x; entra na base e a varidvel e, sai da base.

z x1 x e e|b
e |0 1 1 1 0 | 8000
— 0 2 10 0 1 | 40000
z 1 -7 —-11 0 0|0
0
Tabela atualizada: A varidvel x; entra na base e a varidvel e; sai da base.
z X1 X2 e e b
+— e |/0 08 0 1 —0.1]4000
x |0 02 1 0 0.1 |4000
z 1 —48 0 O 1.1 | 44000
)

Mauricio R. Sicrel
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O método SIMPLEX.

Todos os custos reduzidos sdo n3o positivos, logo encontramos uma solugdo
étima: x3 = 5000 kg de aglcar para a geleia de goiaba, x, = 3000 kg de acticar
para a geleia de morango. O lucro ébtiddo é 68000 reais.

zZ X1 X2 € e b
x|l0 1 O 1.25 —0.125 | 5000
x |0 0 1 —-0,25 0,125 | 3000
z |1 0 O 6 0.5 63000

Mauricio R. Sicrel
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Aplicacoes.

O problema de planejamento de da tripulagcdes é um problema importante na
pesquisa operacional, comumente encontrado em setores como companhias
aéreas, ferrovias e transporte publico. Ele pode ser reformulado como um
Problema de Programacdo Linear Inteira ou Mixta (LPPIM).
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Aplicacoes.

Modelo:

1 Varidveis de decisdo: x;j = 1 se o membro da tripulagdo i for atribuido a

tarefa j e 0 caso contrdrio (varidvel bindria).

2 Fung3o objetivo: Minimizar o custo total:
Minimize Z = Z Z Cij Xij
[

onde: ¢j: custo de designar a equipe i para a tarefa j.
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Aplicacoes

3 Restri¢des:

(@)

Restri¢des de atribuicdo de tarefas Cada tarefa j deve ser atribuida a
exatamente um membro da tripulagdo:

i

Restri¢es de disponibilidade da tripulagdo: Cada membro da tripulagdo 7
pode lidar com um nidmero limitado de tarefas:

> oxi < ki Vi
j

em que k; é o nimero maximo de tarefas que a equipe i pode executar.
Restricdes de compatibilidade de habilidades: Somente a tripulagdo
qualificada pode executar determinadas tarefas:

xjj = 0 se a tripulagdo i ndo estiver qualificada para a tarefa j
Restri¢cdes de turno (se aplicivel): Para evitar horas de trabalho excessivas,

certifique-se de que a durag3o total das tarefas atribuidas a cada membro
da equipe n3o exceda o maximo permitido de h;:

Z tixj < h; Vi em que t; é a duracdo da tarefa j.
M
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Aplicacoes.

Exemplo
Considere 3 membros da tripulacio e 4 tarefas com custos, qualificacbes e

limites maximos.
» Pardmetros:

cjj: Matriz de custos.

qij: Matriz de qualificacdo (1 se i puder executar j, 0 caso contrario).
k;i: Mdximo de tarefas para cada membro da tripulagdo.

h;: Maximo de horas por membro da equipe.

tj: Duragdo das tarefas.
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Aplicacoes.

Exemplo

» Formulagdo:

3 4
Minimize Z = E E Cij Xij

i=1 j=1
Sujeito a:

3

doxg=1 Vj=1,....4
i=1

4

doxj<k Vi=1,23
j=1

xij < qj Vij

4
D tixg<h Vi=1,2,3
j=1

xj € {0,1} Vi j

auricio R. Sicrel
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Aplicacoes.

Exemplo

Descricdo do problema: Uma companhia aérea opera 3 voos e tem 4
tripulantes disponiveis. Cada voo deve ter exatamente um membro da
tripulacido designada. Nem todos os membros da tripulacido estio qualificados
para operar todos os véos. O objetivo é designar a tripulacdo para os vdos,
minimizando os custos.
» Voos:
e F1: Véo 1
e F2: Véo 2
e F3: Véo 3
» Membros da tripulagdo:

e C1: Membro da tripulagio 1
e C2: Membro da tripulagdo 2
e C3: Membro da tripulagdo 3
e C4: Membro da tripulacido 4
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Aplicacoes.

Exemplo
Data:

» Matriz de Qualificacdo: Cada tripulacdo sé pode lidar com certos véos:
Véo | C1 | C2| C3| C4
F1 1 1 1 0
F2 0 1 1
F3 1 0 1 1

Tabela: Matriz de qualificagdo
» Matriz de custos Custo de designar a tripulacdo i para o véo j:

Véo | C1 | C2 | C3 | C4
F1 | 500 | 400 | 300 -

F2 - 450 | 350 | 400
F3 | 600 - 400 | 350

Tabela: Matriz de custos

Mauricio R. Sicrel
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Aplicacoes.

Exemplo

Formulagdo como um Problema de Programagio Linear
1. Variaveis de decisdo:

> xjj = 1 se a tripulacio i for designada para o voo j, 0 caso contrdrio.

» Funcdo objetivo: Minimizar o custo total

Z = 500x11+400x12+300x13+450x22+350x23+400x24 +600x31 +400x33+350x34

2. Restricées:

» Cada voo deve ter uma tripulacio designada:
x11+x1 +x31+xa1 =1 (FI)
x12+x2+x32+x2=1 (F2)
x13+x3 +x33+xa3=1 (F3)
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Aplicacoes.

Exemplo

3. Cada tripulagcdo pode cuidar de no maximo um voo:

x11+x2+x3<1 (Cl)
X1 +x2+x3<1 (C2)
xa1+x+x3 <1 (C3)
Xa1 + xa2 +xa3 <1 (C4)

4. Respeite as restricBes de qualificagdo (por exemplo, xjj = 0 se a tripulagdo
i ndo estiver qualificada para o voo j).
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Exemplo

Este pequeno exemplo demonstra como formular um problema de programacdo
de tripulagdo como um problema de programacio linear inteira. Softwares
como HiGHS, Gurobi ou CPLEX podem ser usados para encontrar as solugdes
em problemas de tamanho pequeno a moderado. Para problemas reais de
grande escala podemos combinar as técnicas de Programacgéo linear com
abordagens heuristicas. Usando outras formulacées mais eficientes, problemas
com ntimero de véos na ordem de 1000 pédem ter um nimero de varidveis no

ordem de bilhées.
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O Problema de Roteamento de Veiculos (PRV) trata do planejamento das
rotas ideais para uma frota de veiculos de entrega visando atender a um
conjunto de clientes com demandas especificas, minimizando os custos e
respeitando as restricoes operacionais.
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Exemplos de aplica¢des:
» Logistica e distribuicdo: Planejamento de rotas de entrega para comércio.
» Coleta de lixo: Otimizagdo de rotas de caminhdes de lixo nas cidades.
» Transporte escolar: Projeto de rotas para onibus escolares.

» Entrega com veiculos elétricos: Contabilizando as restricdes da bateria e

as necessidades de recarga.
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Aplicacoes.

Objetivos: Planejar as rotas de uma frota de veiculos para:
» Minimizar os custos totais, como distancia ou tempo de viagem.
» Atender a todas as demandas dos clientes.
» Respeitar as capacidades dos veiculos e as restricdes operacionais.
Custos principais:
» Custo de viagem: Distdncia ou tempo entre os clientes.

» Custo de operacao do veiculo: Custos fixos ou varidveis do uso do
veiculo.
> Custo de penalidade: Custos incorridos pela violagdo de restrigdes (por

exemplo, janelas de tempo).
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Aplicacoes.

Algumas restricdes e/ou requerimentos pddem ser incorporadas ao modelo:

» PRV com restricoes de capacidade: Os veiculos tém uma capacidade

maxima, e as demandas dos clientes devem respeitar esse limite.

» PRV com janelas de tempo: Os clientes tém janelas de tempo
especificas durante as quais devem ser atendidos.

» PRV com multi-depésitos: Os veiculos podem comecar e retornar a
depdsitos diferentes.

» PRV com uso dinamico de informacées : S3o consideradas atualizacdes
em tempo real das demandas ou restri¢Ges.

» PRV com sustentabilidade: Leva em consideracdo a minimizag¢do das

emissGes de carbono ou o gerenciamento do alcance de veiculos elétricos,

entre outros.
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Aplicacoes.

Formula¢do matematica do PRV com restricGes de capacidade:
» Parametros:

e N: Conjunto de clientes (1,...,n).
e 0: Localizagdo do depdsito.
e d;: Demanda do cliente /.

e Q: Capacidade mdxima de cada veiculo (frota homogénea).

cjj: Custo (distancia ou tempo) entre os clientes i e j.

e K: Nidmero miximo de veiculos.
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Aplicacoes.

Formula¢do matematica do PRV com restricGes de capacidade:
» Parametros:

e N: Conjunto de clientes (1,...,n).

e 0: Localizagdo do depdsito.

e d;: Demanda do cliente /.

e Q: Capacidade mdxima de cada veiculo (frota homogénea).
e ¢j: Custo (distancia ou tempo) entre os clientes / e j.

e K: Nidmero miximo de veiculos.
» Varidveis de decisdo:

° Xéf: Varidvel bindria, 1 se o veiculo k viajar de i a j, 0 caso contrario.

° qf‘: Quantidade transportada pelo veiculo k para o cliente i.
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Aplicacoes.

Formula¢do matematica do PRV com restricGes de capacidade:
» Parametros:
e N: Conjunto de clientes (1,...,n).
e 0: Localizagdo do depdsito.
e d;: Demanda do cliente /.
e Q: Capacidade mdxima de cada veiculo (frota homogénea).
e ¢j: Custo (distancia ou tempo) entre os clientes / e j.
e K: Nidmero maximo de veiculos.
» Varidveis de decisdo:

° Xéf: Varidvel bindria, 1 se o veiculo k viajar de i a j, 0 caso contrario.

° qf‘: Quantidade transportada pelo veiculo k para o cliente i.

» Fung¢do objetivo

N
N k
Minimizar Z = E CijXjj

K
k=1 i=0 j

N
=0
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Aplicacoes.

Requerimentos
» Cada cliente é atendido exatamente uma vez:

K N
D> xf=1, VieN

k=1 j=0
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Aplicacoes.

Requerimentos:
» Cada cliente é atendido exatamente uma vez:

K N
D> xf=1, VieN

k=1 j=0

» Conservacao de fluxo para cada veiculo:

N N
k k .
E Xij = E Xji s Vk, Vi
j=0 j=0
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Aplicacoes.

Requerimentos:
» Cada cliente é atendido exatamente uma vez:

K N
D> xf=1, VieN
k=1 j=0

» Conservacao de fluxo para cada veiculo:

N N
k k .
E Xij = E Xji s Vk, Vi
j=0 j=0

» Restricao de capacidade:
N N
d> x<Q, vk
j=0

i—1
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Aplicacoes.

Requerimentos:
» Cada cliente é atendido exatamente uma vez:

K N
D> xf=1, VieN
k=1 j=0

» Conservacao de fluxo para cada veiculo:

N N
k k .
E Xij = E Xji s Vk, Vi
j=0 j=0

» Restricao de capacidade:
N N
d> x<Q, vk
j=0

i—1

» Partida e retorno ao depésito:




Aplicacoes.

PRV com restricoes de capacidade:

K N N
Minimizar Z = ZZZ Cjj
k=1 i=0 j=0
K

N
sueitoa > Y xf=1 i=1,...N,

k=1 j=0
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Outras informagoes.

Obrigado!
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