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» f:R"” — R funcdo convexa
> x* solucdo do problema

» f* = f(x*) valor 6timo
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Aplicacoes

Aprendizado de maquina (machine learning)

Tem como objetivo principal tomar decisGes ou fazer predicdes
baseado em dados

» Reconhecimento facial
Processamento de linguagem (tradutor de Google)
Sistemas de recomendagdo (Netflix, Amazon, ...)

>
>
» Predicdo de tumores
» Estimar precos

>

Decidir se um empréstimo serd aprovado ou ndo



Minimos quadrados ¢;-regularizado (Lasso)

O objetivo do problema é encontrar uma solu¢do esparsa do
sistema de equacdes Ax = b.

1 )
min > [|Ax — bl + pIx]ly

s.a.x € R”



Minimos quadrados ¢;-regularizado (Lasso)

O objetivo do problema é encontrar uma solu¢do esparsa do
sistema de equacdes Ax = b.

1 )
min > [|Ax — bl + pIx]ly

s.a.x € R”

> AeRan
> bc R™

> >0



Aplicacoes

Processamento de imagens e sinais

» Remogdo de ruido de imagens (modelo total variation)
» Remogdo de borrados de imagens (deblurring)

» Compressed sensing



Total variation

Para reconstruir uma imagem u € R™*" a partir de uma imagem

borrada e/ou ruidosa b € R™*", que descreve os dados obtidos,
como solucdo do problema:
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Total variation

Para reconstruir uma imagem u € R™*" a partir de uma imagem

borrada e/ou ruidosa b € R™*", que descreve os dados obtidos,
como solucdo do problema:
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. 1 2
min uTV(u)+ = |lu—b
Jmin pTV(u)+ 3 lu— bl

> >0
» ||-|| é a norma de Frobenius para matrizes

» TV é a norma de variacdo total
TV (u) = [IVaully + [[Vaully

onde
(Viw)ij = vivaj—uij e (Vau)j = uijy1 — uij
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Minimizacdo convexa

» Todo minimo local é global

» Se a funcdo é diferencidvel, a condigcdo necessaria de primeira
ordem ¢ suficiente.
Condicdo necessdria de primeira ordem: Se f é uma fungdo
diferencidvel em R"” e x* é um minimo local de f entdo

VF(x*) = 0.
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Método do gradiente
> f:R” — R é uma fungdo convexa diferencidvel.
Gera uma sequéncia (f(xx))ken tal que f(xk+1) < f(xx)

» Escolher um ponto inicial xg € R”

> lterar: xx11 = xx — aVif(xk), k=0,1,...

» « > 0 é o comprimento de passo tal que (xxt1) < f(xk)-



X3 X2 X1 X0



Convergéncia

f :R"” — R é uma funcdo convexa, diferencidvel e Vf é
L-Lipschitz continuo (com L > 0) em R":

» Se (xk)ken é gerada pelo método do gradiente com passo
a =1/L, ent3o a sequéncia converge a uma solug3o global.
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Convergéncia

f :R"” — R é uma funcdo convexa, diferencidvel e Vf é
L-Lipschitz continuo (com L > 0) em R":

» Se (xk)ken é gerada pelo método do gradiente com passo
a =1/L, ent3o a sequéncia converge a uma solug3o global.

e-solucao

Dado € > 0, X é uma e-solugdo se f(x) — f* < e

Taxa de convergéncia

» O método do gradiente tem taxa de convergéncia O(1/k).
Ou seja, o # de iteragBes para obter uma e-solugdo é O(1/e).



» Se f n3o é convexa, o método do gradiente pode ndo
convergir para um minimo global da fungdo.




Método do gradiente
Vantagens:
> ideia simples
» ficil implementacido

P usualmente as itera¢Oes s3ao baratas



Método do gradiente
Vantagens:
> ideia simples
» ficil implementacido

P usualmente as itera¢Oes s3ao baratas

Desvantagens:
P> n3o pode ser aplicado a fun¢des n3o diferencidveis
2
3 11AX = b5 + plx]ly

pTV(u)+ 3 |Ju— b7



Funcdes convexas nao diferenciaveis

Generalizagdo da nogdo de derivada: Se f : R" — R é uma fun¢do
convexa, v € R” é um subgradiente de f no ponto x € R" se

fly) > f(x)+ (v,y — x), Vy € R".
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Funcdes convexas nao diferenciaveis

Generalizagdo da nogdo de derivada: Se f : R" — R é uma fun¢do
convexa, v € R” é um subgradiente de f no ponto x € R" se

fly) > f(x)+ (v,y — x), Vy € R".

» O subgradiente sempre existe.

» Condicdo de otimalidade: x* é um minimo de f se e somente
se 0 é um subgradiente de f em x*.
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» f:R"” — R é uma funcdo convexa ndo diferenciavel.

Gera uma sequéncia (xk)keN
» Escolher um ponto inicial xg € R"
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vk € subgradiente de f em xi
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Método do subgradiente

» f:R"” — R é uma funcdo convexa ndo diferenciavel.

Gera uma sequéncia (xk)keN
» Escolher um ponto inicial xg € R"

> lterar: xpp1 =xx —avg, k=0,1,2...,
vk € subgradiente de f em xi

» o > 0 é o comprimento do passo.

» O método é similar ao método do gradiente, mas substituindo
gradientes por subgradientes.



Taxa de convergéncia

O método do subgradiente n3o é necessariamente um método de
decida, logo guardamos em cada iteracao o melhor iterado

f(xf(’e“) = __r{\in ) f(xx)



Taxa de convergéncia

O método do subgradiente n3o é necessariamente um método de
decida, logo guardamos em cada iteracao o melhor iterado

f(xf(’e“) = __n11in ) f(xx)

e O método do subgradiente tem taxa de convergéncia

O(1/Vk).

Ou seja, para obter f(xPet) — f* < ¢ & necessario O(1/€?)
iteracoes.
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> A taxa de convergéncia O(1/+v/k) é muito lenta!

Pode-se melhorar? Em geral ndo! [Nes04]

1
5 |Ax = b3 + x4
Considerando fun¢des da forma
f(x) = h(x) + g(x)

onde h é convexa e diferencidvel e g é convexa, a taxa de
convergéncia O(1/k) do método do gradiente pode ser recuperada
com um algoritmo simples.



Operador proximal

Se g : R"” — R é uma fungdo convexa, dado o > 0 definimos
prox,, : R" — R”

. 1 2
Prox,g(z) := arg min ag(x) + 5 x — 2|
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Operador proximal

Se g : R"” — R é uma fungdo convexa, dado o > 0 definimos
prox,, : R" — R”

. 1 2
Prox,g(z) := arg min ag(x) + 5 fx — 2|

e Se C é um conjunto convexo e fechado e g = d¢, entdo

prox, (2) = Pc(2)

e Se g(z) = a||z||;, entdo
prox,(z) = shrink(z, o),

onde shrink(z, a); := max{|z;| — «, 0}sign(z;).



Método do gradiente proximal

» f(x) = h(x)+ g(x) é tal que h, g sdo convexas e h é
diferencidvel com gradiente L-Lipschitz continuo.
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Método do gradiente proximal

» f(x) = h(x)+ g(x) é tal que h, g sdo convexas e h é
diferencidvel com gradiente L-Lipschitz continuo.
Gera uma sequéncia (X )ken
» Escolher um ponto inicial xg € R”
> lterar: xpq1 = prox,,(xx —aVh(x)), k=0,1,2,...,

» o > 0 é o comprimento do passo.

Taxa de convergéncia

» Se a < 1/L, o método do gradiente proximal tem taxa de
convergéncia O(1/k) ([BeT09], [MoS10]).

E recuperada a taxa de convergéncia do método do gradiente!
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Em [Nes04], foi provado que O(1/k?) é uma cota inferior para a
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Podemos fazer melhor?

Em [Nes04], foi provado que O(1/k?) é uma cota inferior para a
taxa de convergéncia de métodos que tém apenas informacgado sobre
o gradiente em iteracdes consecutivas:

xk € xo + Lin{Vf(xo), ..., VFf(xk-1)}.

» Existe método 6timo?

Sim! Os métodos do gradiente e do gradiente proximal podem
ser acelerados para obter a taxa de convergéncia O(1/k?).



Método do gradiente acelerado

» f:R"” — R é uma fungdo convexa diferencidvel com gradiente
L-Lipschitz continuo.

[Nes83], [Nes04]

» Escolher ponto inicial xo=x_1 € R"et; =1

> lterar:
14+ 4t +1
o fyi1 = f
ty — 1
® Yk =Xk + tei (XK — Xk—1)
+

1
® Xk41 = Yk — ZVf()/k)



Método do gradiente acelerado

» f:R"” — R é uma fungdo convexa diferencidvel com gradiente
L-Lipschitz continuo.

[Nes83], [Nes04]

» Escolher ponto inicial xo=x_1 € R"et; =1

> lterar:
14+ 4t +1
o fyi1 = f
ty — 1
® Yk =Xk + tei (XK — Xk—1)
+

1
® Xk41 = Yk — ZVf()/k)

b (k) — F* = O(1/k?)



Método do gradiente proximal acelerado

» f(x) = h(x)+ g(x) é tal que h, g sdo convexas e h é
diferencidvel com gradiente L-Lipschitz continuo.

[BeT09] (FISTA)



Método do gradiente proximal acelerado

» f(x) = h(x)+ g(x) é tal que h, g sdo convexas e h é
diferencidvel com gradiente L-Lipschitz continuo.

[BeT09] (FISTA)

» Escolher ponto inicial xo=x_1 € R"et; =1

> lterar:
14+ 4t +1
o fyi1 = f
ty — 1
® Yk =Xk + fei (XK — Xk—1)
+

1
® Xyi1 = proxl/Lg(Yk - ZVh()/k))

b (i) — F* = O(1/k?)
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» FISTA (e o método do gradiente acelerado) corresponde a
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Métodos inerciais

Vi = Xk + Me(Xk — xk—1)
Xk+1 = proxag(yk —aVh(yk))

> ac(0,1/L] e >0

» FISTA (e o método do gradiente acelerado) corresponde a
. te — 1

escolha
1+, /4t2+1
Ak = com tyy;=—"F———

tk+1 2

» Outras escolhas da sequéncia de pardmetros inerciais (Ax)keN
permite melhorar a velocidade de convergéncia do método e
obter propriedades de convergéncia de (xk)ken-
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[AtC18], [AtC16]

e Se A > 3, entdo
f(xk) — f* = o(1/k?)
e a sequéncia (x)ken converge [CaF11].

e Se )\ = 3, a sequéncia \x se comporta similar a sequéncia de
pardmetros inerciais de FISTA e a taxa de convergéncia é

O(1/K?).

e A convergéncia da sequéncia (xx)ken gerada por FISTA é um
problema em aberto.



“Inexact proximal e-subgradient methods for composite convex
optimization problems” (with R.D. Millan)

> Método do gradiente proximal acelerado com calculo
aproximado do operador proximal.



“Inexact proximal e-subgradient methods for composite convex
optimization problems” (with R.D. Millan)

> Método do gradiente proximal acelerado com calculo
aproximado do operador proximal.

e erro relativo ([Bel20])
e erro absoluto e aproximacdo do gradiente [Sch11]

e erro absoluto [Vill3]



“An inertial projective splitting method for the sum of two
maximal monotone operators.”

> Métodos de decomposicao inerciais para resolver problemas de
inclusdo mondtona.



“An inertial projective splitting method for the sum of two
maximal monotone operators.”

> Métodos de decomposicao inerciais para resolver problemas de
inclusdo mondtona.

e cdlculo aproximado dos subproblemas proximais com erro
relativo

e convergéncia da sequéncia gerada pelo método

e taxa de convergéncia para solugcdes aproximadas do problema
de inclusdo monétona

e quando aplicado a otimizacdo convexa, qual é a taxa de
convergéncia dos valores funcionais?



Obrigada!
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