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Motivacao

Juyumaya, J., Markov trace on the Yokonuma-Hecke algebra, J. Knot
Theory Ramifications 13, (2004), 25-39.

Theorem (Ko, K.H.; Smolinsky, L., 1992)

Two framed braids represent homeomorphic 3-manifolds if and only if they
are related by the equivalence relation generated by the following moves:
(1) Markov move: for 8 € FB,, Bo, ~ B ~ﬂo-;1;

(2) Blow up: for 8 € FB,, th 18 ~ B ~ t,ﬂﬂﬂ;

(3) Handle slide: for @, € FB,,_1,

taWhja W, 1B ~ th i1 2 (W jorn Whjos, ' a( Wn‘j. o Whion)Bop2o!y,
where A = Aj(n(Ba))(a(n—1)) = (7(aB))(n - 1);

(4) Orientation reversing: for e, 8 € FBn_q, t,WyjaW; 1B ~ t, W,j}a/Wn,,-,B;
(5) Conjugation by framed braids.
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Grupo de trancas emolduradas

Seja B, o grupo de trangas em n cordas. O grupo B, pode ser apresen-

tado (apresentagéo de Artin) com geradores o4, ...,0-1 € relagdes de
trangas
gioj = 00 para |i—jl>1, (1)
oo = 0j0i0j para |i—jl =1, (2)
ondei,j=1,....,n—1.
Definicao
O grupo de trangas emolduradas FBj, é o grupo gerado por o, ...,0n_1,
ti,...,t, com as relagdes (1), (2) e relagbes adicionais
tt = tt paratodo i,j, ()

O'itj = to-i(j)O','. (4)

O grupo FB,, € um produto semidireto Z" =< B, onde a agao de B, em Z"
€ dada pela permutagao dos indices.
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Grupo de trancas emolduradas

Figura: Trangas classica e emoldurada

a) Tranca classica. (b) Tranca emoldurada.
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Grupo de trangas puras: caso classico

Define-se o grupo de trancas puras como sendo o nlcleo da projecéao
natural 7: B, — S, e é denotado por P,: P, = Ker(n: B, — Sp).
Elementos essenciais desse grupo sdo as trangas A;j, com 1 <i<j<n,
que podem ser representadas em termos dos geradores 01,09, ...,0n_1
de B, por

o . . 2 -1 -1 -1
Aij=0j10j2...0410] Ty 020 4,

que possuem representagdo geométrica dada pelo desenho da Figura 3.
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Figura: Tranca pura A;; em Pp.
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O centro dos grupos B, e P,

Definicao

O centro de um grupo G € o subgrupo de G consistindo de todo g € G
tal que gx = xg para cada x € G. O centro de um grupo G é denotado
por Z(G).

Teorema ((Kassel; Turaev, 2008), Theorem 1.24)

Se n > 3, entdo Z(B,) = Z(P,) é um grupo ciclico infinito gerado por
6, = A%, onde

An:(0'10'2"-O’n_1)(0'10'2"'0',7_2)"'(0'10'2)0'1 GBn.
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O centro dos grupos B, e P,
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Figura: A tranga As.
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O grupo de trancas puras emolduradas

O grupo de trangas puras emolduradas FP, é o grupo de trangas puras
onde as permutacdes de trangas sdo acompanhadas por um indice inteiro
para cada corda, que pode ser visto como uma “tor¢do”’na corda, ou seja,
FP, é uma extensio de P, por Z".

Em estrutura, Natov (1997) define que o grupo de trangas puras emoldur-
das é descrito como FP, = Z" x P,, onde cada elemento de FP, é dado
por t 12 -+ ti" - B, com k = (ki, ke, ..., kn) € Z, 0 vetor que representa a
torcdo em cada uma das cordas da tranga pura, e 8 € P,. O resultado a

seguir justifica que FP, = Z" x P,,.

Proposigao

O grupo de trangas puras emolduradas é dado por FP, = Z" x P,,.
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O centro do grupo FB,

Dada uma sequéncia exata curta

1—-A—B5C—1,

entdo p(Z(B)) c Z(C).
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O centro do grupo FB,

Dada uma sequéncia exata curta

1—-A—B5C—1,

entdo p(Z(B)) c Z(C).

Se n > 3, entdo Z(FP,) = Z" x (A2), onde

AnI(0'10'2~--O'n,1)(0'10'2"'0',,,2)'-'(0'10'2)0'1 GBn.
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O centro do grupo FB,

Teorema

Se n > 3, entdo Z(FB,) = Z x (A2), onde

An:(0’10’2"-O'n,1)(0'10'2"'Un,g)'-~(0'10'2)01 €Bn.
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O centro do grupo FB,

Se n > 3, entdo Z(FB,) = Z x (A2), onde

An:(0’10’2“-0'”,1)(0'10'2"'O’n,g)'-~(0'10'2)0'1 GBn.

Considere a sequéncia exata curta

1— FP, — FB, - S, — 1.

Sabe-se que para n > 3, tem-se Z(S,) = {1}. Pelo lema anterior, conclui-
se que n(Z(FB,)) c Z(Sy), entdo Z(FB,) c FP, e, assim, Z(FB,) c
Z(FP,) = Z" x (A2).

V.
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O centro do grupo FB,

A seguir, analisaremos quais elementos de Z”x(Aﬁ) pertencem a Z(FB,).

A tranca A,Z, comuta com os geradores de FB,,. De fato, temos que

ARt = AZH(A2)TTAL = taa )AL = tAS,
paratodoi=1,2,...,n, pois A% é uma tranga pura, a permutagio asso-
ciada é a trivial. Além disso, pelo teorema que descreve o centro de By,

segue que

2 _ A2
O']'An—AHO'j,

paratodo j=1,2,...,n—1. Logo, A? € Z(FB,).
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O centro do grupo FB,

Agora, observe que parai = 1,2,...,ntemos que ¢;, geradore de Z" em
Z" x (AZ), comuta com t, para todo k = 1,2,...,n. Por outro lado, para
i=1,2,...,n, ¢;ndo comuta com o; paratodo j = 1,2,...,n— 1, pois

Ci10j se j=1,

—1
Jo = TiEE O ST { cioj caso contrario,

ou seja, ¢; ¢ Z(FB,) paratodoi=1,2,...,n.
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O centro do grupo FB,

Seja cic2 - Ch-1 € Z". Temos também que cicz---Ch1 ¢ Z(FBp), uma vez que para
n=3,j=1,2, entéao

C2C10j = C1C20j se j=1,

o100 = i Tioer o = o
GHACE = GRS T ‘Tf_c(rf(1)c(rf(2)07_{ ciog0) se j=2,

j j
logo, c1c ¢ Z(FBp). Paran>3etodoj=1,2,...,n-2, entdo

C1C2 " Cn—2Cp-10j = 0jC1C2 - Cn-2Cn-1,
porém, se j = n— 1, obtém-se

0jC1C2 -+ Cn-2Cn-1 = Cg;(1)Coj(2) * * * Coj(n-2) Corj(n-1) = C1C2 "~ Cn-2Cn0j,

eentdo ciCo---Cno1 & Z(FBp).
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O centro do grupo FB,

Por outro lado, seja c¢ica---cp_1c, € Z". Vamos mostrar que

CiCa - Cp1Cn € Z(FBp). Com efeito, para j = i—1, i = 2,3,...,n,
tem-se
0jC1C2 -+ Ci1Ci* - Cn1Cn = Cuy(1)Coy(2) * " * Coy(i-1)Cori(i) * * * Corj(n-1)Corj(n) T

= C1C2---CiCi—1 -+ Cn—1Cn0j
= C1C2- - Cj-1Cj- - Ch-1Cn0j,

como queriamos.

O elemento cic---¢c, € Z" pode ser escrito como c¢iC---C, =
(t,t,...,t), pois ¢; = (1,...,t,...,1) com t na i-ésima coordenada, e
tal elemento é invariante pela agdo do o paratodo j = 1,2,...,n— 1.
Dessa forma, ¢i¢z - - - ¢, € Z" gera uma copia de Z em Z".
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O centro do grupo FB,

Afirmamos que Z(FB,) = Z x (A2), onde Z é gerado pelo produto
Ci1Co---Cyp. E fécil ver que Z x (A%) c Z(FB,), pois ciCy--- A2 co-
muta com os geradores de FB,. Agora, seja @« € Z(FB,) e como
Z(FB,) c Z" x (A%), entdo @ = c}'cy? - cy(A3)Y. Devemos mostrar
que ¢;"cy? - - - ¢)" pertence a copia de Z gerada por ¢ic; - - - C, €, para isso,
precisamos que x; = X; = --- = X, e dai concluiremos que a € Z x (A2)
e, consequentemente, Z(FB,) C Z x (A2).
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O centro do grupo FB,
(pova ...

Sabe-se que c'cy? - ¢y € Z(FBy), pois a, A3 € Z(FBy,), entdo para

j=1tem-se
oiclicel - epoyt = cficgel--on
X1 X2 X3 .. pXn — X1 X2 X3 Xn
Cr 1 Cr@Cn@) Crmy = C1'CC GA

X1 X2 X3 Xn
02 C1 C:3 Cp

X2 X1 X3 AXn X1 A X2 X3 A Xn
i enie outlead = (enileslet aoaledt

— X1 AX2 X3 AXn
= C1 0203 Ch

em que a Ultima igualdade é valida se, e s se, x; = xp. Para j = 2 segue

que
oocficey ooy = cficgel ey
Xq X2 X3 .. pXn — X1 X2 X3 Xn
00_2(1)00_2(2)00_2(3) Caz(n) C, G C3 Ch
X1 A X2 AX3 A Xn X1 A X2 AX3 A Xn
C)'CC rCy = Cj'CiCy - C,
X1 X3 X2 Xn X1 X2 X3 Xn
Ci G C3 c-Cp = G C3 Ch .
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O centro do grupo FB,

Novamente, a Ultima igualdade é valida se, e s6 se, xo = x3. Pelo caso

j = 1, seqgue que x; = X = x3. Continuando o processo para j =
3,4,...,n—1, pode-se concluir que x; = Xo = X3 = --- X,. desta forma,
como Z é abeliano e x; = Xo = X3 = - - - X,;, obtemos

X1 X2 X3 Xn __ X
cy'cieg’ - ¢y = (C16203 - - - €)™

e, assim, c{"c’cy’ - - - " pertence a copia de Z gerada por ¢1CxCs - - - Cy.
Portanto, Z(FB,) = Z x {A2) como queriamos.
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