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Grupo de trancas de Artin

Uma apresenta¢do para o grupo de trancas de Artin B, é dada da
seguinte maneira:

Geradores: 61,0»,...,0,_1.
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LPreIiminares

Grupo de trancas de Artin

Uma apresenta¢do para o grupo de trancas de Artin B, é dada da
seguinte maneira:

Geradores: 61,0»,...,0,_1.

Relacoes:

(1) 0j0j+10; = 0j+10;0j4+1, para = 1,2, 0ooglll = 2;

(2) oicj = 0j0;, para |i—j| > 2.

Geometricamente os geradores de B,, podem ser vistos da seguinte
maneira:

1 i-1 i i+l i+2 n
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Grupo simétrico

Uma apresentacdo para o grupo simétrico S, é dada da seguinte
maneira:

Geradores: p1,pP2,...,Pn-1-
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Grupo simétrico

Uma apresentacdo para o grupo simétrico S, é dada da seguinte
maneira:

Geradores: p1,pP2,...,Pn-1-

Relacoes:

(1) PiPi+1Pi = Pi+1PiPi+1, para = 1,2, cooglll=— 2;

(2) pipj = pjpi, para |i—j| > 2;
(3)p?=1,parai=1,2,...,n—1.
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Grupo de trancas virtuais

O grupo VB, admite a seguinte apresentacdo de grupo :
Geradores: ¢;,p; com i=1,2,...,n—1.




Encontro da Pés-Graduagio

LPreIiminares

Grupo de trancas virtuais

O grupo VB, admite a seguinte apresentacio de grupo :
Geradores: ¢;,p; com i=1,2,...,n—1.
Relacoes:

(1) 6;0i4+10; = 6i+10;0;41 para i =1,2,...,n—2;
(2)oioj = oj0; para |i —j| > 2;

(3) pipi+1Pi = Pi+1PiPi+1 para i =1,2,...,.n—2;
(4) P,PJ pjpi para |i_j| >2

(5)p? =1 parai=1,2,..,n—1;

(6) PiPi+10i = 0'r+1P:P:+1 para i =1,2,. -2,
(7) oip; = pjo; para |i—j| > 2;
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Geometricamente os geradores de VB, podem ser vistos da
seguinte maneira:

i—1 i i+l i+2 n 1 i—1 i i+l i+2

Figura: Gerador o; e p; parai=1,2...,n—1
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Comutador
Seja G um grupo, o comutador é dado como

[,y =x"ty xy

para todo x,y € G.

Subgrupo comutador
O subgrupo comutador é dado por

G'=[G,G]=([xy]|x.y € G).

O grupo quociente G/[G, G] é chamado de abelianizado de G, e
esse grupo quociente é abeliano.
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Série central inferior
Dado um grupo G, definimos a série central inferior de G como a
filtracdo

N(G)=G2ry(G)>...

onde

ri(G)=[ri-1(G),Gl.

Residualmente nilpotente

Um grupo G ¢ dito residualmente nilpotente se e somente se

Ni>1li(G) ={1}.




S ————
Encontro da Pés-Graduagio

|—Propriedades combinatdrias dos grupos de trangas virtuais

No grupo de trangas virtuais sdo vilidas as seguintes propriedades :

Proposicao
O grupo VB, é isomorfo ao produto livre Z xZy e é residualmente
nilpotente.
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Proposicao
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Z+TZp=(ab|b>=1).
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LPropriedades combinatdrias dos grupos de trangas virtuais

No grupo de trangas virtuais sdo vilidas as seguintes propriedades :

Proposicao
O grupo VB, é isomorfo ao produto livre Z xZy e é residualmente
nilpotente.

Observe as apresentagdes de VB, = (o1, p1 | p% =1) ede

Zx 7o =(a,b| b*>=1).

Agora, note que o grupo Z* Z; pode ser percebido como um
subgrupo de Zy xZy % Zy que é residualmente nilpotente, entao
VB, é residualmente nilpotente.
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Proposicao
O grupo '1(VB,)/I2(VB,) é isomorfo a Z& Zy para n> 2. J
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LPropriedades combinatdrias dos grupos de trangas virtuais

Proposicao
O grupo I'1(VB,)/T2(VB,) é isomorfo a Z & Zy para n> 2. J

Note que 1(VB,)/T2(VB,) = VB,/[VB,, VB,] é um grupo
abeliano gerado por o; e p;, onde p; tem ordem 2, portanto, pelo
teorema da decomposi¢ao dos grupos abelianos finitamente
gerados, temos que [1(VB,)/I2(VB,) = Z& Z,.
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|—Propriedades combinatdrias dos grupos de trangas virtuais

Proposicao
Se n> 3, o grupo VB, ndo é residualmente nilpotente.
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Proposicao J

Se n> 3, o grupo VB, ndo é residualmente nilpotente.

Conseguimos perceber que o grupo VB, contém B,, que é um
grupo nao é residualmente nilpotente, entdo o grupo VB, é nao
residualmente nilpotente.
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Um grupo G é chamado de perfeito se G =T5(G).

Proposicao
O grupo »(VB,,) é perfeito quanto n > 5. J

10
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LPropriedades combinatdrias dos grupos de trangas virtuais

Um grupo G é chamado de perfeito se G =T5(G).

Proposicao
O grupo »(VB,,) é perfeito quanto n > 5. J

Para provar isso precisamos considerar o comutador
[u,v] € T2(VB,) e mostrar que [u,v] € T3(VB,).

10



S ————
Encontro da Pés-Graduagio

|—Subgrupos destacados de VB,

Seja
v: VB, — S,

tal que
v(0;j) = v(pi) = P

parai=12....n—1, onde S, é gerado por p; .

11



Encontro da Pés-Graduagdo
LSubgrupos destacados de VB,

Grupo de trangas puras virtuais

O ker v é chamado de grupo de trangas puras virtuais com n
cordas e é denotado por VP,.

Os elementos de VP, s3o da seguinte maneira:
-1
Aiit1 = piC
-1
Aiy1,i = Pikiis1pi =0 p;
Aij=Pj-1Pj-2..-Pit1liit1Pit1- - - Pj-2Pj-1,
Aji = Pj-1Pj-2---Pi+1Ai+1,iPi+1---Pj—2Pj-1

12
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Esses elementos podem ser percebidos geometricamente

Figura: Elementos A;j e Ajj com1<i<j—1<n—1.

13
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Apresentacao de VP,

O grupo VP, admite uma apresenta¢do com os geradores A, ; onde
1< k# 1< n e as seguintes relacdes:

Aijhis = A

Ai,idi jdij = AqjAy jAg iy

onde as letras distintas representam indices distintos.

O grupo VB, é isomorfo a VP, % S,, onde S, age por permutacdo
de indices.

14
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|—Subgrupos destacados de VB,

Seja
u: VB, — S,

tal que
u(oi) =1e u(pi) = pi

parai=12....n—1.

15
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Hy
O ker u denotemos por H, o fecho normal de B, em VB,. J

Os elementos de H, sdo da seguente maneira:

Xji+1 = Oj
Xjt+1,i = PiOipP;
Xij = Pj-1---Pi+10iPi+1---Pj-1

Xji = Pj-1---Pi+1PiCiPiPi+1---PJ — 1

16
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Esses elementos podem ser percebidos geometricamente

Figura: Elementos x;j e x;; com 1 </i<j—-1<n-1.
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Apresentacao de H,
O grupo H, admite uma apresentagdo com os geradores x ; onde
1< k+#1<n, e as seguentes relacdes :
Xi j Xk, = Xk,IXi
Xi kXk jXi k = Xk jXi kXk.j-

onde letras distintas representam indices distintos.

18
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LSubgrupos destacados de VB,

Apresentacao de H,

O grupo H, admite uma apresentagdo com os geradores x ; onde
1< k+#1<n, e as seguentes relacdes :
Xi j Xk, | = Xk, I1Xi js
Xi kXk jXi k = Xk jXi kXk.j-

onde letras distintas representam indices distintos.

4

O grupo VB, é isomorfo a H, x S, onde S,, age por permutacdo de
indices.

18
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Teorema J

Os grupos H,, e VP, ndo sdo isomorfos para n > 3.

19
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Teorema J

Os grupos H,, e VP, ndo sdo isomorfos para n > 3.

Vamos observar e comparar os abelianizados de H, e VP,.

19
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Teorema
Os grupos H,, e VP, ndo sdo isomorfos para n > 3. J

Vamos observar e comparar os abelianizados de H, e VP,.
O abelianizado de H, é

Fi(H,)  Hy N
Fo(Hy) ~ [Hm Hj ~ 021 1= 2

19



S ————
Encontro da Pés-Graduagio

|—Subgrupos destacados de VB,

O abelianizados de VP, é

Fi(VP,) VP,

..\ o~ 7n(n—1)
Fo(VP,) — [VP,, VP, = (e | Ai iy = A i j Vi, j) = Z

20
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LSubgrupos destacados de VB,

O abelianizados de VP, é

r(veP,) VP,
To(VP,)  [VP,, VP,

= (Mt | Aij et = A Ai Vi) = zn(n-1)

Note que, os abelianizados de H, e VP, sdo diferentes para n > 3,
ent3o os grupos H, e VP, n3o sio isomorfos.

20
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Seja

g:H,— S,

tal que,
Pi+1~~-Pj—1
; .

&(xij) = e(xi) =p
Grupo de trancas puras estendidas

O ker £ denotemos por EP, e chamamos de grupo de trangas pura
estendidas.

21



I B3I,
Encontro da Pés-Graduagdo

LGrupo de trangas puras estendidas

O método Reidemeister-Schreier consiste na determinacio da
apresentacdo de subgrupos a partir da apresentagao do grupo ,
para isso precisamos ter um conjunto de representantes das classes
laterais do subgrupo no grupo que é chamado de transversal de
Schreier e uma manipulagdo dos geradores do grupo com os
elementos da transversal.

22
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EP>

Para isso vamos definir € nos geradores de H,, ou seja,
e(X12) = &(Xa1) = p1* = p1.

A transversal de Schreier é dada por Ay = {e, X12}.
Os geradores do EP, s3o dados por:

Sl,a = la(m)il
onde A € Ay e a€ { X2, X1}

23
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EP>

Para e e X192, X51 temos que

24
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EP>

Para e e X192, X51 temos que

— -1 1
Sexi, = eX12(eX12) " = XX, =e
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EP>

Para e e X192, X51 temos que

— -1 1
Sexi, = eX12(eX12) " = XX, =e

Sexy = eXo1(eXa1) ! = Xo1 X5
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EP>

Para e e X192, X51 temos que

-1 1
Sexi, = eX12(eX12) " = XX, =e

Sexy = eXo1(eXa1) ! = Xo1 X5

Para X12 e X12,X51 temos que

SX12,X12 - X12X12(X12X12)71 == X12X12(e)71 = X122

24
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LGrupo de trangas puras estendidas

EP>

Para e e X192, X51 temos que

v \—1 -1
Se,Xlz = eX12(6X12) = X12 120 — €

Sexy = eXo1(eXa1) ! = Xo1 X5

Para X12 e X12,X51 temos que

SX12,X12 - X12X12(X12X12)71 == X12X12(e)71 = X122

Sxip X = X12X01(X12X01) ™1 = X12X01(€) 7 = X12Xa1.

24
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EP>

Agora deveriamos encontrar as relaces de EP, e para isso
deveriamos conjugar as relagdes de H, com os elementos da
transversal de schreier Ay, mas H é um grupo livre, isto é, ndo
temos relagoes.

25
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LGrupo de trangas puras estendidas

EP>

Agora deveriamos encontrar as relaces de EP, e para isso
deveriamos conjugar as relagdes de H, com os elementos da
transversal de schreier Ay, mas H é um grupo livre, isto é, ndo
temos relagoes.

Desta maneira, conseguimos uma apresentacdo para o ker € = EP,,
chamamos esse subgrupo de grupo de trancas puras estendidas
com 2 cordas.

EP, = <5€,X21’5X12,X1275X12,X21|_>' J

Note que EP, é isomorfo a um grupo livre de posto 3.

25
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