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Encontro da Pós-Graduação

Preliminares

Grupo de tranças de Artin

Uma apresentação para o grupo de tranças de Artin Bn é dada da
seguinte maneira:
Geradores: σ1,σ2, . . . ,σn−1.

Relações:
(1) σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, para i = 1,2, . . . ,n−2;
(2) σiσj = σjσi , para |i − j | ≥ 2.

Geometricamente os geradores de Bn podem ser vistos da seguinte
maneira:

Figura: Gerador σi para i = 1,2 . . . ,n−1
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Preliminares

Grupo simétrico

Uma apresentação para o grupo simétrico Sn é dada da seguinte
maneira:
Geradores: ρ1,ρ2, . . . ,ρn−1.

Relações:
(1) ρiρi+1ρi = ρi+1ρiρi+1, para i = 1,2, . . . ,n−2;
(2) ρiρj = ρjρi , para |i − j | ≥ 2;
(3)ρ2

i = 1, para i = 1,2, . . . ,n−1.
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Preliminares

Grupo de tranças virtuais

O grupo VBn admite a seguinte apresentação de grupo :
Geradores: σi ,ρi com i = 1,2, . . . ,n−1.

Relações:
(1) σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 para i = 1,2, ...,n−2;
(2)σiσj = σjσi para |i − j | ≥ 2;
(3) ρiρi+1ρi = ρi+1ρiρi+1 para i = 1,2, ...,n−2;
(4) ρiρj = ρjρi para |i − j | ≥ 2
(5)ρ2

i = 1 para i = 1,2, ...,n−1;
(6) ρiρi+1σi = σi+1ρiρi+1 para i = 1,2, ...,n−2;
(7) σiρj = ρjσi para |i − j | ≥ 2;
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Preliminares

Geometricamente os geradores de VBn podem ser vistos da
seguinte maneira:

Figura: Gerador σi e ρi para i = 1,2 . . . ,n−1
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Preliminares

Comutador

Seja G um grupo, o comutador é dado como

[x ,y ] = x−1y−1xy

para todo x ,y ∈ G .

Subgrupo comutador

O subgrupo comutador é dado por

G ′ = [G ,G ] = ⟨[x ,y ] | x ,y ∈ G ⟩.

O grupo quociente G/[G ,G ] é chamado de abelianizado de G , e
esse grupo quociente é abeliano.

5



Encontro da Pós-Graduação

Preliminares

Série central inferior

Dado um grupo G , definimos a série central inferior de G como a
filtração

Γ1(G ) = G ⊇ Γ2(G )⊇ . . .

onde
Γi (G ) = [Γi−1(G ),G ].

Residualmente nilpotente

Um grupo G é dito residualmente nilpotente se e somente se

∩i≥1Γi (G ) = {1}.
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Propriedades combinatórias dos grupos de tranças virtuais

No grupo de tranças virtuais são válidas as seguintes propriedades :

Proposição

O grupo VB2 é isomorfo ao produto livre Z∗Z2 e é residualmente
nilpotente.

Observe as apresentações de VB2 = ⟨σ1,ρ1 | ρ2
1 = 1⟩ e de

Z∗Z2 = ⟨a,b | b2 = 1⟩.
Agora, note que o grupo Z∗Z2 pode ser percebido como um
subgrupo de Z2 ∗Z2 ∗Z2 que é residualmente nilpotente, então
VB2 é residualmente nilpotente.
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Propriedades combinatórias dos grupos de tranças virtuais

Proposição

O grupo Γ1(VBn)/Γ2(VBn) é isomorfo a Z⊕Z2 para n ≥ 2.

Note que Γ1(VBn)/Γ2(VBn) = VBn/[VBn,VBn] é um grupo
abeliano gerado por σi e ρj , onde ρj tem ordem 2, portanto, pelo
teorema da decomposição dos grupos abelianos finitamente
gerados, temos que Γ1(VBn)/Γ2(VBn)∼= Z⊕Z2.
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Propriedades combinatórias dos grupos de tranças virtuais

Proposição

Se n ≥ 3, o grupo VBn não é residualmente nilpotente.

Conseguimos perceber que o grupo VBn contém Bn, que é um
grupo não é residualmente nilpotente, então o grupo VBn é não
residualmente nilpotente.
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grupo não é residualmente nilpotente, então o grupo VBn é não
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Propriedades combinatórias dos grupos de tranças virtuais

Um grupo G é chamado de perfeito se G = Γ2(G ).

Proposição

O grupo Γ2(VBn) é perfeito quanto n ≥ 5.

Para provar isso precisamos considerar o comutador
[u,v ] ∈ Γ2(VBn) e mostrar que [u,v ] ∈ Γ3(VBn).
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Subgrupos destacados de VBn

Seja
υ : VBn → Sn

tal que
υ(σi ) = υ(ρi ) = ρi

para i = 1,2, . . . ,n−1 , onde Sn é gerado por ρi .
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Subgrupos destacados de VBn

Grupo de tranças puras virtuais

O ker υ é chamado de grupo de tranças puras virtuais com n
cordas e é denotado por VPn.

Os elementos de VPn são da seguinte maneira:

λi ,i+1 = ρiσ
−1

λi+1,i = ρiλi ,i+1ρi = σ
−1

ρi

λi ,j = ρj−1ρj−2 . . .ρi+1λi ,i+1ρi+1 . . .ρj−2ρj−1,

λj ,i = ρj−1ρj−2 . . .ρi+1λi+1,iρi+1 . . .ρj−2ρj−1
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Subgrupos destacados de VBn

Esses elementos podem ser percebidos geometricamente

Figura: Elementos λi ,j e λj ,i com 1≤ i < j−1≤ n−1.
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Subgrupos destacados de VBn

Apresentação de VPn

O grupo VPn admite uma apresentação com os geradores λk,l onde
1≤ k ̸= l ≤ n e as seguintes relações:

λi ,jλk,l = λk,lλi ,j ;

λk,iλk,jλi ,j = λi ,jλk,jλk,i ,

onde as letras distintas representam ı́ndices distintos.

O grupo VBn é isomorfo a VPn⋊Sn onde Sn age por permutação
de ı́ndices.

14



Encontro da Pós-Graduação

Subgrupos destacados de VBn

Seja
µ : VBn → Sn

tal que
µ(σi ) = 1 e µ(ρi ) = ρi

para i = 1,2, . . . ,n−1 .
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Subgrupos destacados de VBn

Hn

O ker µ denotemos por Hn o fecho normal de Bn em VBn.

Os elementos de Hn são da seguente maneira:

xi ,i+1 = σi

xi+1,i = ρiσiρi

xi ,j = ρj−1 . . .ρi+1σiρi+1 . . .ρj−1

xj ,i = ρj−1 . . .ρi+1ρiσiρiρi+1 . . .ρ j−1
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Subgrupos destacados de VBn

Esses elementos podem ser percebidos geometricamente

Figura: Elementos xi ,j e xj ,i com 1≤ i < j−1≤ n−1.
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Subgrupos destacados de VBn

Apresentação de Hn

O grupo Hn admite uma apresentação com os geradores xk,l onde
1≤ k ̸= l ≤ n, e as seguentes relações :

xi ,jxk,l = xk,lxi ,j ,

xi ,kxk,jxi ,k = xk,jxi ,kxk,j .

onde letras distintas representam ı́ndices distintos.

O grupo VBn é isomorfo a Hn⋊Sn onde Sn age por permutação de
ı́ndices.
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Subgrupos destacados de VBn

Teorema

Os grupos Hn e VPn não são isomorfos para n ≥ 3.

Vamos observar e comparar os abelianizados de Hn e VPn.
O abelianizado de Hn é

Γ1(Hn)

Γ2(Hn)
=

Hn

[Hn,Hn]
= ⟨x1,2 | −⟩ ∼= Z.

19



Encontro da Pós-Graduação

Subgrupos destacados de VBn

Teorema

Os grupos Hn e VPn não são isomorfos para n ≥ 3.

Vamos observar e comparar os abelianizados de Hn e VPn.

O abelianizado de Hn é
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Subgrupos destacados de VBn

O abelianizados de VPn é

Γ1(VPn)

Γ2(VPn)
=

VPn

[VPn,VPn]
= ⟨λk,l | λi ,jλk,l = λk,lλi ,j ∀i , j⟩ ∼= Zn(n−1)

Note que, os abelianizados de Hn e VPn são diferentes para n ≥ 3,
então os grupos Hn e VPn não são isomorfos.
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Grupo de tranças puras estendidas

Seja

ε : Hn → Sn

tal que,
ε(xi ,j) = ε(xj ,i ) = ρ

ρi+1...ρj−1

i .

Grupo de tranças puras estendidas

O ker ε denotemos por EPn e chamamos de grupo de tranças pura
estendidas.
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Grupo de tranças puras estendidas

O método Reidemeister-Schreier consiste na determinação da
apresentação de subgrupos a partir da apresentação do grupo ,
para isso precisamos ter um conjunto de representantes das classes
laterais do subgrupo no grupo que é chamado de transversal de
Schreier e uma manipulação dos geradores do grupo com os
elementos da transversal.
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Grupo de tranças puras estendidas

EP2

Para isso vamos definir ε nos geradores de H2, ou seja,

ε(X12) = ε(X21) = ρ
ρ1

1 = ρ1.

A transversal de Schreier é dada por Λ2 = {e,X12}.
Os geradores do EP2 são dados por:

Sλ ,a = λa(λa)−1

onde λ ∈ Λ2 e a ∈ {X12,X21}.
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Grupo de tranças puras estendidas

EP2

Para e e X12,X21 temos que

Se,X12 = eX12(eX12)
−1 = X12X

−1
12 = e

Se,X21 = eX21(eX21)
−1 = X21X

−1
12

Para X12 e X12,X21 temos que

SX12,X12 = X12X12(X12X12)
−1 = X12X12(e)

−1 = X 2
12

SX12,X21 = X12X21(X12X21)
−1 = X12X21(e)

−1 = X12X21.
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Grupo de tranças puras estendidas

EP2

Agora deveŕıamos encontrar as relações de EP2 e para isso
deveŕıamos conjugar as relações de H2 com os elementos da
transversal de schreier Λ2, mas H2 é um grupo livre, isto é, não
temos relações.

Desta maneira, conseguimos uma apresentação para o ker ε = EP2,
chamamos esse subgrupo de grupo de tranças puras estendidas
com 2 cordas.

EP2 = ⟨Se,X21 ,SX12,X12 ,SX12,X21 |−⟩.

Note que EP2 é isomorfo a um grupo livre de posto 3.
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OBRIGADA PELA ATENÇÃO!
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