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Sistemas Dinâmicos

Definição

É uma triplo (M,G, f), onde:

M é um espaço (geralmente um conjunto ou espaço
topológico) representando os estados posśıveis do sistema.

f : G×M → M é uma função que descreve a evolução do
sistema ao longo do tempo, com G sendo um grupo que
representa o tempo.
A função f deve satisfazer as seguintes propriedades:

f(0, x) = x para todo x ∈ M (a identidade no tempo não
altera o estado).
f(t+ s, x) = f(t, f(s, x)) para todos t, s ∈ G e x ∈ M (a
evolução do sistema é associativa no tempo).
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Dinâmica expansora em variedade

Definição

Seja M uma variedade compacta e seja f : M → M uma
transformação de classe C1. Dizemos que f é expansora se
existe σ > 1 e alguma métrica Riemanniana em M tal que

∥Df(x)v∥ ≥ σ∥v∥ para todo x ∈ M e todo v ∈ TxM.
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Dinâmica expansora em Espaço métrico

Definição

Uma transformação cont́ınua f : M → M em um espaço
métrico compacto M é dita expansora se existem constantes
σ > 1 e ρ > 0 tais que, para todo p ∈ M , as seguintes condições
são satisfeitas:

A imagem da bola B(p, ρ) contém uma vizinhança do fecho
de B(f(p), ρ), ou seja:

f(B(p, ρ)) ⊇ B(f(p), ρ).

Para todo x, y ∈ B(p, ρ), temos:

d(f(x), f(y)) ≥ σ d(x, y).
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Conjugação de Transformações

Definição

Seja f : X → X e g : Y → Y duas transformações em espaços
topológicos X e Y , respectivamente. Dizemos que f e g são
topologicamente conjugadas se existe uma função bijetiva
h : X → Y que é cont́ınua e possui uma inversa também
cont́ınua (ou seja, h é um homeomorfismo) e que satisfaz a
condição:

h ◦ f = g ◦ h.
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Se f é conjugada a uma expansora, ela é expansora?
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Mas por que não estamos trabalhando nesse problema para um
Anosov?
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Questão: Todo difeomorfismo (global ou local) que seja Holder
conjugado a um difeomorfismo (resp., global ou local) de
Anosov é também Anosov?
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Sem condições adicionais, já sabemos que a questão não é
verdadeira para difeomorfismos globais, Andrey Gogolev
construiu um contra exemplo no 2- Toro T2 em [1].
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Esse tipo de obstrução não ocorre em difeomorfismos locais
conjugados a Anosovs expansores.
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Se f é conjugada a uma expansora, ela é expansora?
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Castro, Oliveira e Pinheiro abordaram essa questão em [2],
introduzindo condições iniciais relacionadas ao conjunto dos
pontos periódicos.
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Definição

Dizemos que um difeomorfismo local f é não-uniformemente
expansor (NUE) em uma variedade M , se existe η tal que

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

log ||
(
Df(f j(x))

)−1 ||−1 ≥ η > 0 for all x ∈ M.
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Teorema (COP)

Seja f : M → M um difeomorfismo local C2 definido numa
variedade Riemanniana compacta M . Suponha que f é
topologicamente conjugada a um Anosov expansor g. Se f for
NUE no conjunto dos pontos periódicos Per(f), então f é um
Anosov expansor.
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Yunping Jiang obteve resposta positiva para difeomorfismo
local expansor no ćırculo, em [3]

Teorema

Suponha que M é o ćırculo unitário. Seja f : M → M
endomorfismo C1+α que preserva a orientação para algum
0 < α ≤ 1. Suponha que f é β −Holder conjugada a um
endomorfismo expansor C1 g : M → M para algum 0 < β ≤ 1.
Então f é expansor.
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Em [4], Xiongping Dai demonstrou o seguinte teorema:

Teorema

Seja dado um difeomorfismo local f de uma variedade compacta
Mn de classe C1+Hölder. Se f for conjugado por Hölder a algum
mapa expansivo de classe C1, então f também é expansivo.
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Teorema

Seja f : M → M um difeomorfismo local C1 definido em uma
variedade Riemanniana compacta. Se f é Holder conjugado a
um difeomorfismo local C1 expansor g : M → M , então, f
também é expansor.
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Yongluo Cao provou em [1],

Teorema

Seja f : M → M um difeomorfismo local C1 definido em uma
variedade Riemanniana compacta. Se os expoentes de Lyapunov
de toda probabilidade invariante por f forem positivos, então f
é uniformemente expansor.
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Definição

Definimos o expoente de Lyapunov em x na direção v pelo
número

λ(x, v) = lim
n→∞

1

n
log ∥|Dfn(x)v∥|.
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Os expoentes de Lyapunov em f não são negativos.
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Expoente de Lyapunov para ponto periódicos

Proposição

Seja B (x0, r) ⊂ M e F : B (x0, r) → B (x0, r) um
difeomorfismo local de classe C1 tal que F (x0) = x0 e para
algum 0 < λ < 1 e 0 < β < 1

d (Fn(x), Fn(y)) ⩽ λnd(x, y)β, ∀x, y ∈ B (x0, r) .

Então todos os autovalores de DF (x0) são iguais ou menores
que λ.

Estamos considerando F = f−t, onde t é o peŕıodo do ponto
periódico x0.
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Logo, os expoentes de Lyapunov dos pontos periódicos são
inferiormente limitados, então podemos tomar

λperiod = inf{ expoentes de Lyapunov de pontos periódicos}

e existe C > 0 tal que λperiod ≥ C.

Portanto um dos expoentes de Lyapunov é positivo.
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Considere uma medida probabilidade ergódica invariante µ,
vamos trabalhar em uma variedade de dimensão dois, sejam

λ(x) e λ̃(x) expoentes de Lyapunov de x.

para x um ponto t́ıpico de µ.
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Como a medida é invariante, pelo Teorema de Oseledts,

lim
n→∞

1

n
log(|detDfn(x)|) = λ(x) + λ̃(x).

Pelo Teorema Birkhorff, como a medida é ergódica

lim
n→∞

1

n
log(| detDfn(x)|) = lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

log(|detDf(f j(x))|

=

∫
log |detDf |dµ.

Desse modo, ∫
log |detDf |dµ = λ(x) + λ̃(x)
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Como f é conjugadaa uma expansora, dado σ > 0, existe um
ponto periódico p ∈ M de f tal que

d(f j(x), f j(p)) < σ for all 0 ≤ j < period(p).

Considere a media definida na órbita de p,

νp =
1

#O+
f (p)

∑
y∈O+

f (p)

δy,

como p é periódico, νp é invariante e ergódica, assim∫
log |detDf |dνp = λ(p) + λ̃(p)
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Como x e p são pontos próximos e Df é cont́ınua, temos∫
log |detDf |dµ ∼

∫
log | detDf |dνp

assim,
λ(x) + λ̃(x) ∼ λ(p) + λ̃(p)

e portanto
λ(x) + λ̃(x) > 0.
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ESTRATÉGIAS PARA PROVA
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Assim, supondo em perda de generalidade, λ̃(x) = 0

(λ(x) + λ̃(x)) ∼ (λ(p) + λ̃(p)),

desse modo,
λ(x) ∼ λ(p) + λ̃(p)

Ainda,

λperiod = inf{ expoentes de Lyapunov de pontos periódicos}

e existe C > 0 tal que λperiod ≥ C. Assim,

λ̃(p) > λperiod ≥ C.
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Assim, supondo em perda de generalidade, λ̃(x) = 0

(λ(x) + λ̃(x)) ∼ (λ(p) + λ̃(p)),

desse modo,
λ(x) ∼ λ(p) + λ̃(p)

Ainda,

λperiod = inf{ expoentes de Lyapunov de pontos periódicos}

e existe C > 0 tal que λperiod ≥ C. Assim,

λ̃(p) > λperiod ≥ C.
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ainda, temos λ(p) ≥ λ(x)− γ para γ > 0 dado, portanto,

λ(x) ≥ λ(x)− γ + λperiod,

e desse modo,
λperiod ≤ γ − δ,

onde δ > 0 é pequeno. Mas isso é absurdo, pois γ é arbitrário e
λperiod é limitado inferiormente.
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Proposição

Considere uma variedade Riemanniana compacta M , µ uma
medida ergódica invariante e f : M → M um difeomorfismo
local C1. Suponha que para qualquer σ > 0, existe um ponto
periódico p ∈ M de f tal que

d(f j(x), f j(p)) < σ para todo 0 ≤ j < per(p).

Sejam v e w vetores que geram os subespaços de Oseledets para
o ponto t́ıpico x e a medida µ. Suponha que existam λ1 e λ2

tais que λ1, λ2 > 0

|Dfn(x)v| ≥ λn
1 ≥ λn

2 ≥ |Dfn(x)w|.

Portanto, dado γ > 0,

λ(x)− λ(p) ≤ γ

onde λ(p) e λ são os maiores expoentes de Lyapunov.Táıs Jesus Prof. Dr. Vilton Pinheiro Conjugação de Sistemas Expansores
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Sincronização

Extensão Natural

Eventos e Blocos Coerentes

Lema e Tempo de Pliss

Cociclo
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Teorema para Cociclo

Seja f : M → M um difeomorfismo local cont́ınuo em um
espaço normado compacto M , e seja A : M × N → GL(2) um
cociclo cont́ınuo de f . Suponha que as seguintes condições
sejam satisfeitas:

Os expoentes de Lyapunov de A em cada ponto periódico
são estritamente maiores do que uma constante positiva.

Toda medida invariante ergódica é sombreada por uma
medida periódica.
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Para os expoentes de Lyapunov λ e λ̃ da medida µ, com
λ > λ̃ e ambos não negativos, existem constantes λ1 e λ2

tais que λ1, λ2 > 0, λ1 < λ e λ2 > λ̃, sendo suficientemente
próximos dos expoentes de Lyapunov λ e λ̃,
respectivamente, e

|An(x)v| ≥ eλ1n ≥ Ceλ2n ≥ |An(x)w|,

para todo n ∈ N, onde v e w são vetores que geram os
subespaços de Oseledets para o ponto t́ıpico x da medida µ.

Então, dado γ > 0, existe p ∈ per(f) tal que

λ(x)− λ(p) ≤ γ

onde λ(p) é o maior expoente de Lyapunov de p.
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Sincronização

Proposição

Nas mesmas configurações do Teorema anterior. Existe um
conjunto mensurável U tal que µ(U) > 0 e para x ∈ U com
expoentes de Lyapunov λ(x) e λ̃(x) satisfazendo
λ(x) > λ̃(x) > 0, temos

|An(x)v| ≥ eλ1n ≥ Ceλ2n ≥ |An(x)w| ∀n ∈ N,

onde C é uma constante positiva, λ1 < λ(x) e λ2 > λ̃(x), v e w
são vetores que geram os subespaços de Oseledets.

Táıs Jesus Prof. Dr. Vilton Pinheiro Conjugação de Sistemas Expansores



Expoente de Lyapunov

Referências Bibliográficas
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