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Gruenhage[1976]:

Seja x um ponto de um espaco topoldgico X, considere um jogo
infinito entre dois jogadores, jogado da seguinte forma:

Em cada n-ésima rodada

UM: escolhe um aberto n3o-vazio U, tal que x € U,

DOIS: responde com x, € U,.

Uma sequéncia da forma

(U07X07 U17X17 weey Un7Xn7 )7
é uma partida do jogo.

O jogador UM vence o jogo se a sequéncia de pontos selecionados
pelo DOIS convergir para x.

Definicao

Dizemos que x é um W-ponto se o Jogador UM possuir uma
estratégia vencedora neste jogo, e é chamado de w-ponto se o
Jogador DOIS n3o possuir uma estratégia vencedora.
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O que acontece em termos do filtro gerado pelas

vizinhancas abertas?

Definicao

Dado um conjunto n3o-vazio X, uma familia F C P(X) de
subconjuntos de X € dita ser um filtro sobre X se valem as
seguintes cldusulas:

(F1)0 ¢ F, X € F.

(F2) Se A,B € F, entio ANB € F.

(F3) Se Ac F e AC B, entdo B € F.

Filtro gerado pelas vizinhangas abertas:

Ve ={AC X: 3V, e[V, CA]}

Definicao

Sejam F filtro sobre X e x € X. Dizemos que F converge para x
seV, C F

= = = = =

Enathielle Thiala Souza de Andrade Jogos com ultrafiltros e a extensao de Kat&tov



Seja (xpn)new sequéncia em X. Considere

G={AC X :Imew[{x,: n>m} C A}

Proposicao

X, — X se, e somente se, G — X.
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Um olhar conjuntista

Seja F um filtro qualquer de um conjunto X, considere um jogo
infinito entre dois jogadores, jogado da seguinte forma:

Na n-ésima rodada,

UM: escolhe um subconjunto F, € F,

DOIS: escolhe algum ponto x, € F,.

Uma sequéncia da forma

(F07X07 F17X17 seey Fme )7

é uma partida do jogo.
O Jogador UM vence o jogo se

FC{AC X :3dm[{x, : n> m} C Al}

Definicao

Dizemos que o filtro F é um W-filtro se o Jogador UM possuir
uma estratégia vencedora neste jogo, e é chamado de w-filtro se o
Jogador DOIS nido possuir uma estratégia vencedora.

T = = =
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@ x é um W-ponto < V, é um W-filtro.

@ x é um w-ponto & V, é um w-filtro.

Definicao

Seja X espaco topolégico T». A extensao de Katétov de X é

kX = X U{U : U é 7(X)-ultrafiltro livre sobre X}

Base de abertos
B=r(X)U{Uu{U}:UeclecrX\X}

Obs: Se X tiver a topologia discreta a extensdo de Kat&tov possui
os ultrafiltros “para valer”, i.e. de forma conjuntista.
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Com os ultrafiltros conseguimos “voltar para a topologia”

Teorema

Seja F um ultrafiltro de X. F é um W-filtro de X se, e somente
se, F é um W-ponto na extensdo de Katétov do espaco topologico
X munido com a topologia discreta.

DEMONSTRACAO: Vamos chamar o jogo usado para a definicio
de W-ponto de Gi(F) e o jogo usado para a definicdo de W-filtro
de GQ(./—")
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=: Como F é um W-filtro existe ¢ estratégia vencedora para UM
em Gy(F). Vamos construir ¢, estratégia vencedora para UM em
G1(F) utilizando a ¢!.

!N3o faria sentido em Gi(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
JF, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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=: Como F é um W-filtro existe ¢ estratégia vencedora para UM
em Gy(F). Vamos construir ¢, estratégia vencedora para UM em
G1(F) utilizando a ¢!.

Go(F) G1(F) |
Rodada | UM | DOIS UM [ DoIS

!N3o faria sentido em Gi(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
F, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .

Enathielle Thiala Souza de Andrade Jogos com ultrafiltros e a extensdo de Kat&tov



=: Como F é um W-filtro existe ¢ estratégia vencedora para UM
em Gy(F). Vamos construir ¢, estratégia vencedora para UM em
G1(F) utilizando a ¢!.

Ga(F) Gi(F) |
Rodada UM DOIS UM ‘ DOIS
0 (@) = Fo

!N3o faria sentido em Gi(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
F, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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=: Como F é um W-filtro existe ¢ estratégia vencedora para UM
em Gy(F). Vamos construir ¢, estratégia vencedora para UM em
G1(F) utilizando a ¢!.

Ga(F) G1(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 (@) = Fo ¢'(@)=F U{F}

!N3o faria sentido em Gi(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
F, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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=: Como F é um W-filtro existe ¢ estratégia vencedora para UM
em Gy(F). Vamos construir ¢, estratégia vencedora para UM em
G1(F) utilizando a ¢!.

Ga(F) G1(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 (@) = Fo ¢'(@)=F U{F}

Xo € F() U {f}

!N3o faria sentido em Gi(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
F, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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=: Como F é um W-filtro existe ¢ estratégia vencedora para UM
em Gy(F). Vamos construir ¢, estratégia vencedora para UM em
G1(F) utilizando a ¢!.

Ga(F) G1(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS

0 (@) = Fo ¢'(9) = R U{F}
X0 xg € Fo U {f}

!N3o faria sentido em Gi(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
F, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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=: Como F é um W-filtro existe ¢ estratégia vencedora para UM
em Gy(F). Vamos construir ¢, estratégia vencedora para UM em
G1(F) utilizando a ¢!.

Ga(F) G1(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 (@) = Fo ¢'(9) = R U{F}
X0 xg € Fo U {f}
1

!N3o faria sentido em Gi(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
F, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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=: Como F é um W-filtro existe ¢ estratégia vencedora para UM
em Gy(F). Vamos construir ¢, estratégia vencedora para UM em
G1(F) utilizando a ¢!.

Ga(F) G1(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 p(2) = Fo ¢'(2) = FoU{F}
X0 xg € Fo U {f}
1 QO(X()) = F1

!N3o faria sentido em Gi(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
F, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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=: Como F é um W-filtro existe ¢ estratégia vencedora para UM
em Gy(F). Vamos construir ¢, estratégia vencedora para UM em
G1(F) utilizando a ¢!.

Ga(F) Gi(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 (@) = Fo ¢'(@)=F U{F}
X0 xg € Fo U {f}
1 ¢(x0) = F1 ¢'(x0) = FLU{F}

!N3o faria sentido em Gi(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
F, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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=: Como F é um W-filtro existe ¢ estratégia vencedora para UM
em Gy(F). Vamos construir ¢, estratégia vencedora para UM em
G1(F) utilizando a ¢!.

Ga(F) Gi(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 (@) = Fo ¢'(@)=F U{F}
X0 xg € Fo U {f}
1 ¢(x0) = F1 ¢'(x0) = FLU{F}

!N3o faria sentido em Gi(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
F, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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=: Como F é um W-filtro existe ¢ estratégia vencedora para UM
em Gy(F). Vamos construir ¢, estratégia vencedora para UM em
G1(F) utilizando a ¢!.

Ga(F) G1(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 (@) = Fo ¢'(@)=F U{F}
X0 xg € Fo U {f}
1 ¢(x0) = F1 ¢'(x0) = FLU{F}
X1 € Fl U {f}

!N3o faria sentido em Gi(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
F, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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=: Como F é um W-filtro existe ¢ estratégia vencedora para UM
em Gy(F). Vamos construir ¢, estratégia vencedora para UM em
G1(F) utilizando a ¢!.

Ga(F) Gi(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 (@) = Fo ¢'(@)=F U{F}
X0 xg € Fo U {f}
1 ¢(x0) = F1 ¢'(x0) = FLU{F}
X1 x1 € LU {./T}

!N3o faria sentido em Gi(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
F, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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=: Como F é um W-filtro existe ¢ estratégia vencedora para UM
em Gy(F). Vamos construir ¢, estratégia vencedora para UM em
G1(F) utilizando a ¢!.

Ga(F) G1(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 (@) = Fo ¢'(2) = Fo U{F}
X0 xg € Fo U {f}
1 ¢(x0) = F1 ¢'(x0) = FLU{F}
X1 x1 € LU {.7:}
2

!N3o faria sentido em Gi(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
F, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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Como UM vence em Gy(F),
FC{AC X :Im[{xn: n> m} C Al}.(*)

Vejamos que (x,)new converge para F: seja U um aberto de F em
kX.
U= FU{F}, com F € F.

Por (*), existe m € w tal que {x, : n > m} C F, temos entdo
X, € U para todo n > m,

logo (xn)new converge para F.

Portanto, UM sempre vencerd em Gi(F), logo ¢’ é uma estratégia
vencedora para UM em Gi(F) e desse modo F é um W-ponto de
kX.
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«<: Como F é um W-ponto de kX, existe £ estratégia vencedora
para UM em Gi(F). Vamos construir &', estratégia vencedora para
UM em Gy(F) utilizando a £2.

2N3o faria sentido em Gi(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
F, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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«<: Como F é um W-ponto de kX, existe £ estratégia vencedora
para UM em Gi(F). Vamos construir &', estratégia vencedora para
UM em Gy(F) utilizando a £2.

G1(F) Ga2(F) |
Rodada UM [DOIS| UM | DOIS
0

2N3o faria sentido em G1(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
JF, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .

Enathielle Thiala Souza de Andrade Jogos com ultrafiltros e a extensdo de Kat&tov



«<: Como F é um W-ponto de kX, existe £ estratégia vencedora
para UM em Gi(F). Vamos construir &', estratégia vencedora para
UM em Gy(F) utilizando a £2.

G1(F) Ga(F) |
Rodada UM DOIS UM ‘ DOIS
0 §(2)=FoU{F}

2N3o faria sentido em G1(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
JF, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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«<: Como F é um W-ponto de kX, existe £ estratégia vencedora
para UM em Gi(F). Vamos construir &', estratégia vencedora para
UM em Gy(F) utilizando a £2.

G1(F) Ga(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 §(9) = R U{F} §'(9) = Fo

2N3o faria sentido em G1(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
JF, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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«<: Como F é um W-ponto de kX, existe £ estratégia vencedora
para UM em Gi(F). Vamos construir &', estratégia vencedora para
UM em Gy(F) utilizando a £2.

G1(F) Ga(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 §(2) = Fo U{F} §(2) = Fo
Xo € Fo

2N3o faria sentido em G1(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
JF, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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«<: Como F é um W-ponto de kX, existe £ estratégia vencedora
para UM em Gi(F). Vamos construir &', estratégia vencedora para
UM em Gy(F) utilizando a £2.

G1(F) Ga(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 | &(@)=FRU{r} §'(2) = Fo
X0 xo € Fo

2N3o faria sentido em G1(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
JF, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .

Enathielle Thiala Souza de Andrade Jogos com ultrafiltros e a extensdo de Kat&tov



«<: Como F é um W-ponto de kX, existe £ estratégia vencedora
para UM em Gi(F). Vamos construir &', estratégia vencedora para
UM em Gy(F) utilizando a £2.

Gi(F) Go(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 [ &(@)=FRU{Fr} (@) =Fo
X0 xo € Fo
1

2N3o faria sentido em G1(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
JF, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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«<: Como F é um W-ponto de kX, existe £ estratégia vencedora
para UM em Gi(F). Vamos construir &', estratégia vencedora para
UM em Gy(F) utilizando a £2.

G1(F) Ga(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 | &(@)=FRU{r} §'(2) = Fo
X0 xo € Fo
1 f(XQ): FlU{]:}

2N3o faria sentido em Gi(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
JF, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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«<: Como F é um W-ponto de kX, existe £ estratégia vencedora
para UM em Gi(F). Vamos construir &', estratégia vencedora para
UM em Gy(F) utilizando a £2.

G1(F) Ga(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 §(9)=FoU{F} §'(@)=Fo
X0 xo € Fo
1 §(x0) = FLU{F} {'(x0) =F

2N3o faria sentido em G1(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
JF, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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«<: Como F é um W-ponto de kX, existe £ estratégia vencedora
para UM em Gi(F). Vamos construir &', estratégia vencedora para
UM em Gy(F) utilizando a £2.

G1(F) Ga(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 §(9)=FoU{F} §'(@)=Fo
X0 xo € Fo
1 §(x0) = FLU{F} {'(x0) =F

2N3o faria sentido em G1(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
JF, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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«<: Como F é um W-ponto de kX, existe £ estratégia vencedora
para UM em Gi(F). Vamos construir &', estratégia vencedora para
UM em Gy(F) utilizando a £2.

G1(F) Ga(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 §(@) = FoU{F} §(@)=Fo
X0 xo € Fo
1 f(XQ) =FRU {f} fl(Xo) =F
X1 € F1

2N3o faria sentido em G1(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
JF, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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«<: Como F é um W-ponto de kX, existe £ estratégia vencedora
para UM em Gi(F). Vamos construir &', estratégia vencedora para
UM em Gy(F) utilizando a £2.

G1(F) Ga(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 §(2) = Fo U{F} §(2) = Fo
X0 xo € Fo
1 §(x0) = AL U{F} {'(x0) = F1
X1 X1 € F1

2N3o faria sentido em G1(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
JF, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .

Enathielle Thiala Souza de Andrade Jogos com ultrafiltros e a extensdo de Kat&tov



«<: Como F é um W-ponto de kX, existe £ estratégia vencedora
para UM em Gi(F). Vamos construir &', estratégia vencedora para
UM em Gy(F) utilizando a £2.

G1(F) Ga(F) |
Rodada UM DOIS UM DOIS
0 §(@) = FoU{F} §(@)=Fo
X0 xo € Fo
1 f(X()) =FRU {f} fl(Xo) =F
X1 X1 € F1
2

2N3o faria sentido em G1(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
JF, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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Como & é uma estratégia vencedora para UM em Gi(F), (Xn)new
converge para F. Vejamos que
FC{AC X :dm[{x,: n> m} C Al}: Seja F € F,

FU{F} é um aberto de F em kX,

logo
dm e w,Vn>m, x, € FU{F}.

Como x, # F para todo n € w, segue que
{xp:n>m} CF.

Portanto, UM sempre vencerd em Gy(F), logo & é uma estratégia
vencedora para UM em Gy(F) e desse modo F é um W-filtro de
X. |
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Teorema

Seja F um ultrafiltro de X. F é um w-filtro de X se, e somente
se, F é um w-ponto na extensido de Katétov do espaco topoldgico
X munido com a topologia discreta.

Demonstracdo: =: Seja ¢ uma estratégia para o jogador DOIS
em Gi(F). Vamos provar que essa estratégia pode ser derrotada.
Para isso vamos definir uma ¢’ estratégia para DOIS em Gy(F) da
seguinte forma:

@' (Fa) = ¢(Fa U{F}),Yn € w3
Como F é um w-filtro, ¢’ pode ser derrotada, logo existe
{Fo, Fi,..., Fn,...}
sequéncia de lances de UM tal que
FC{ACX :Im[{¢'(F,) : n>m} C Al}.

3N3o faria sentido em Gi(F) o jogador DOIS jogar infinitas vezes o préprio
F, entdo assuminos que ele escolhe sempre um elemento de .
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Assim, como vimos na demonstracdo do Teorema anterior,
¢'(Fn)new converge para F (*) .

Ora,
{FoU{F}, FRU{F}, ... FnU{F}, ...}

é uma sequéncia de lances de UM que derrota ¢ em Gi(F), pois

@' (Fn) = o(Fa U{F}),Vn € w.

e por (*)
©(Fn U {F})necw converge para F.

<: Andloga. |
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