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Definicao
Uma norma de Minkowski em um espaco vetorial finito dimensional
é uma fungdo positiva e continua F : V — [0, 00) tal que

1. F(Av) = AF(v),YA>0

2. Fly\o € suave; e

3. para qualquer v # 0 o tensor fundamental dado por

1 d?
gv(u,w) = 5 —— |t = oF? (v + tu + sw) (1)

para qualquer u,w € V é positivamente definido.
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Seja (V, F) espago de Minkowski. Valem as seguintes
propriedades:

) (Positividade) F(v) > 0e F(v) = 0 se e somente se v = 0;
- (Desigualdade triangular) F(u+ v) < F(u) + F(v);
) (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) g, (v, u) < F(v)F(u).
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Exemplo (1)

Uma métrica Randers em um espaco de Minkowski V' € aplicacao
R:V —[0,00)

definida por

R(v) = a(v) + B(v)
onde o« é uma norma euclidiana e 3 é um funcional linear tal que
18]le < 1.
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Exemplo (1)
Uma métrica Randers em um espaco de Minkowski V' € aplicacao

R:V —[0,00)
definida por
R(v) = a(v) + A(v)

onde o« é uma norma euclidiana e 3 é um funcional linear tal que
1Blla < 1.

Observacdo: Uma Métrica Randers Z : V — [0, +00) é Zermelo
com data (h, W) se Z é solugdo de

onde h é um produto interno e w é um vetor com h(w, w) < 1.
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Exemplo (2)

Sejam o uma norma euclidiana, 3 uma funcional linear e ¢ uma
fung¢do positiva. A fungdo

F = a¢(=) (2)
é uma norma de Minkowski se, e somente se,

(¢(s) — s¢/(s)) + (b*> — s°)¢"(s) > 0, (3)

para quaisquer s,b tais que |s| < b < o*(3). Neste caso, F € dita
(cv, B)—norma.
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A func3o distancia é definida por

d:VxV — R
(p.q) +— Fla—p)
Propriedades:
2 d(p,q) > 0;
dd(p,q)=0&p=g;
2 d(p.q) < d(p,x) + d(x, q).
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Em geral, um espago de Minkowski (V/, F) a distancia entre dois
pontos nao é simétrica. Assim, dado um ponto pe Mer >0
definamos:

Bola Futura: BY(p,r):={qe M: F(p—q) <r};
Bola Passada: B~ (p,r) :={ge M: F(q—p) < r}.

Nesta comunicacdo vamos considerar a Bola Futura.
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Definicao
Uma submersdo linear m : (V1, F1) — (Va, F2) entre espagos de
Minkowski é uma submers3o finsleriana se:

71—P(BP(O? 1) = BW(P)(O? 1)

onde B(0,1) e B ((0,1) sdo bolas unitdrias dos espagos de
Minkowski (V1, F1) e (Va, F2) respectivamente.
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Definicao
Sejam (V, F) espaco de Minkowski e L < V dizemos que v é

ortogonal a L se
gv(v,u) =0;Vu e L.

O cone ortogonal a L é o conjunto do vetores ortogonais a L.
Denotaremos por v(L).
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Definicao
Sejam (V, F) espaco de Minkowski e L < V dizemos que v é

ortogonal a L se
gv(v,u) =0;Vu e L.

O cone ortogonal a L é o conjunto do vetores ortogonais a L.
Denotaremos por v(L).
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Observagao 7 : (Vi, F1) — (Va, F2) é uma submers3o finsleriana
entdo para todo w € V, vale:

Fo(w) = inf {Fi(v) :v e Vi e mp(v) = w}
Em particular, Fo(7(v)) < Fi(v); Vv € V.

Quando temos a igualdade, dizemos que v é um vetor horizontal e
o espaco dos vetores horizontais é o cone horizontal.
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Observacao 7 : (Vi, F1) — (V2, F2) é uma submers&o finsleriana
entdo o cone horizontal em p coincide com o cone ortogonal a
fibra de 7 passando por p adicionando o vetor nulo.

Teorema

Uma submersdo linear  : (M, F1) — (B, F») € Finsleriana se, e
somente, se,
Fa(m(v)) = Fi(v)

para todo v vetor horizontal.
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Caracterizacao Randers

Teorema

Seja 7 : (Vi,21) — (Va, Z2) submersio linear com Z; norma
Randers com data de navegagcdo (hy, wi).

Entdo, ™ é submersio finsleriana se , e somente se, Z, € uma
métrica Randers com data de navegacdo (g, ws), onde

1. Wy = TI'(W]_),' @

2. «p € a dnica norma euclidiana tal que 7 : (V1, ap) — (Vo, a2)
€ uma submersdo Riemanniana.

Para demonstragdo ver [1].

Glaene S S Mendonca [UFBA] IX Encontro da Pés-Graduacdo em Matemdatica da UFBA 2024-11-18



Contéudos Norma Minkowski Propriedades Exemplos Submersdo Finsleriana Caracterizagdo Randers Problemi%/’fgjis

Problema de Pesquisa

Problema

O que acontece se no teorema anterior pegassemos uma métrica
(o, B) em cima?

Glaene S S Mendonca [UFBA] IX Encontro da Pdés-Graduacio em Matemdatica da UFBA 2024-11-18



Contéudos Norma Minkowski Propriedades Exemplos Submersdo Finsleriana Caracterizagdo Randers Problemizrffglis
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