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Introducao

Vigas sao estruturas quase onipresentes na construgao civil, de
modo que torna-se fundamental o emprego de modelos mate-
maticos para a andlise do comportamento de tais estruturas. A
primeira teoria, a teoria classica de vigas, é proposta por Da-
niel Bernoulli e Euler no século 18, como continuidade de es-
tudos realizados por Jakob Bernoulli. Devido a sua praticidade
de aplicacao, esse modelo ainda € amplamente utilizado, porém
possui limitacées por ndo considerar efeitos de cisalhamento.




No inicio do século 20, mais precisamente entre 1911 e 1912,
Stephen Timoshenko e Paul Ehrenfest deduziram um modelo de
viga que leva em consideracdo o angulo de rotagédo e o efeito
de cisalhamento, o qual foi publicado em 1921, (Timoshenko,
1921). Usaremos a teoria unidimensional de Timoshenko para
estudar o comportamento de uma ponte pénsil.




Considerando a extensdo do vao, as pontes suspensas sao
maiores do que qualquer outro tipo de ponte.
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Consideraremos que o deque tem largura e espessura de di-
mensodes despreziveis quando comparadas ao comprimento (vao)
da ponte, sendo modelada pela teoria unidimensional de Ti-
moshenko como uma viga de comprimento L, veja Timoshenko
(1921). Como em Mukiawa, Enyi e Messaoudi (2023), vamos
denotar por ¢ = ¢(x,t) o deslocamento da se¢éo transversal
no ponto x € (0,L), por ¢ = (x,t) o angulo de rotagédo da
secdo transversal e os cabos suspensos serdo considerados
molas elasticas lineares com rigidez padrdo A\ > 0.




A constante « > 0 é o modulo de elasticidade da corda (segu-
rando o cabo principal ao deque). Os coeficientes positivos p1
e p2 sao as densidades de massa e momento de massa iner-
cia da viga, respectivamente. Mais ainda, b representa o coe-
ficiente de rigidez da secao transversal, e k representa 0 mo-
dulo de cisalhamento da elasticidade. Finalmente, a constante
v1,72,7v3 > 0 sd0 os coeficientes da forgca de amortecimento.




Obtemos entado o seguinte sistema, o qual conta com amorteci-
mento do tipo Kelvin-Voigt, para o qual mostraremos a existén-
cia e unicidade de solugdes e a analiticidade.

Ut — allxx — A(p — U) — VilUpx = 0 (1)
prow — k(px +¥)x + Mo — U) — y200x =0 2)
P2ty — bibxx + k(@x + 1/)) — Y3tpx =0 (3)




O sistema (1)-(3) esta sujeito as condigdes iniciais

U(X70) = UO(X)a UT(X7 0)
p(x,0) = po(X), ©i(x,0) = p1(x), x €
P(x,0) = o(x), ¥i(x,0) = P1(x

e as condi¢oes de Contorno de Dirichlet,

)




Energia do Sistema

Para determinar a energia do sistema, vamos multiplicar a pri-
meira equacgao do sistema por u;, 0 que nos da

UtUt — altlxx — AUt(p — U) — Y1 Utlpx = 0
Integrando em (0, L) e fazendo integrag¢éo por partes, temos que

datrt
at2 J,

da

a2 J,

L
2—71/ |Up |2l
0

L L
|ug|?dx + |y |2dx — )\/O u(p — u)dx

=




Energia do Sistema

Ao multiplicar a segunda equagéao por ¢, temos
p1otpit — kot(ox +1)x + Apt(p — U) — v2p1000 = 0

Integrando em (0, L), fazendo integragéo por partes e usando
as condicoes de contorno, temos

dpi [, L L
di2 lpt|“dx + Kk [ pu(ex +¥)dx + X [ (e — u)adx
0 0 0

L
_ /O Yol Pax

=




Energia do Sistema

Por fim, a terceira equacao sera multiplicada por v,

P2t — bbby + Mi(ox + 1) — Y3tk = 0

Novamente, vamos integrar em (0, L) e aplicando integral por
partes e as condi¢cbes de contorno, resulta em

L L L
02/0 Yy dx — b/o PrhxxdX + )\/0 Yt(ox +¥)dx

L
- /0 ettt




Sendo assim, somando as trés equagdes, obtemos que

a1t
a2 J,

L L L
= —71/ |Utx\2dx—/ 72\<Ptx|2dx—/ Ya|thu|? X
0 0 0

Definimos a energia E(t) do sistema por

[l + auxl® + Blaisl? + prliad® + paltl® + Mo — ul + Klipx + w[* ] dx

1 L
E(t) = 5/ [l |+ ol |+ Blox >+ p1 ot * + pe e + X o — Ul + K| px + || dx
0

Proposition 1
A energia E(t) definida acima satisfaz a

d t 2 t 2 - 2
GEO =1 [ lunax— [“alenfar— [ alun o
0 0 0

=




Semigrupo

Considerando U = (u,v,p,w,¢,2)T, onde uy = v,y = w e
Yy = z, podemos reescrever o sistema (1)-(3) como,

"4
Ut Qlxx + A — U) — 71 Vxx
1
U= | = | 5 ThCox e = Mo — 1) —nzmw] | = AU.
(o 1 z
“ - [b¢xx - k(SOX + w) - 'YSzxx]

p2




Semigrupo

Assim, o sistema (1)-(3) torna-se um problema de evolucdo de
Cauchy de primeira ordem,

Ui — AU =0,
{ U(0) = Up, @

onde
A: DA CH—-H

€ um operador linear ilimitado no espaco

H = [H{(0, L) x L3(0, L)]®

com dominio D(A) = [H}(0, L) N H?(0, L) x H{(0,L)]3, o qual é
denso em H.




Semigrupo

Em #H definimos o seguinte produto interno,
- L _ L _ L L L —
(U, U)H:/ dex+a/ uXDde+p1/ W|7vdx+p2/ zédx+b/ Uxth,
0 0 0 0 0
L _ L I
2 [ o= 0@ =D+ k [ (o +0)(E+ Do
0

Com (-,-), H é um espago de Hilbert e temos ||U|2, = (U, U)y.

R




Existéncia e Unicidade

Para a existéncia de solugao usaremos o seguinte resultado:

Teorema 1 (Lummer-Phillips)

Seja A um operador linear com dominio D(A) denso no espago
de Banach X. Se

i) A é dissipativo, isto &, Re(Ax, x) < 0, para todo x € D(A);
ii) Existe \o > 0 tal que a imagem R(\ol — A), de Ao/ — A € X.

Entao A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de
contracbes em X.

Demonstracao.
Veja (Pazy, 1983). O

=




Lema 2

O operador A é dissipativo.

Demonstracao.
Seja U = (u, v, p,w,v, 2)T € D(A), entdo segue de célculo
direto que,

Re( AU, Uy = 1 / v 2ax— 72/ (Wi [2dhx— 73/ 2¢2x < 0.

O




Lema 3
0 € p(A).

Demonstracao.
Seja F = (1,2, 13,14 3, %)T ¢ 1 e considere a equagéo
resolvente

_AU=F. (5)

Em termos das componentes de U e F, podemos escrever

—v="1"emH}(0,L) (6)

— QUxx — M@ — U) + 71 Vex = 2 em L?(0, L) (7)
—w=fyem H}(O, L) (8)

— K(sox +1)x + A — U) + 72w = Fem [2(0,L)  (9)
—z=1"em H}(0,L) (10)

;‘i = b + Mo + ) + 1320 = f° em L2(0, L)
R




Usando 6 - 11, chegamos a

— allxx — A — U) = 1 + 2 := gy € [%(0, L)

— k(px +¥)x + A — U) = 7ofy + f* := go € [2(0, L)

= b + Apx +¢) = afe + 10 := gg € L%(0, L)

(12)

(13)

(14)




Multiplicando 12 por & € H}(0, L), 13 por ¢ € H}(0, L) e 14 por
e Hg (0, L), ao integrar por partes, temos

L L L
- a/ [unxdx—/ Au(p — u)dx = / lig1dx € L2(0,L) (15)
0 0 0

L L L
_ % T _ 5 2
k /0 Ex(ox+ )X + A /0 By — u)ax /0 @gdeE/—((z;g

L L L
_ y y _ 7 2
b/o ¢x¢xdx+)\/0 Y(px+ip)adx /o wgsdx € L(0,L) (17)

=




Somando 15, 16 e 17, obtemos um problema variacional

B((u, o, 0); (8, &, 0)) = L((T .0)). (18)
Onde, B: [H}(0, L) x H}(0,L) x H}(0, L)]> — C, dado por
5 L L
B((u, . 4); (1.3, 9)) =a /0 i+ [ (o = u)( — D)
L L
k X NX ) X ~X
+ /0 (ox + ) +¢)+b/o U
e L:[H}(0,L) x H}(0,L) x H}(0,L)] — C, o qual é dado por
3 L L L
L(, 3. 0)) = / gy dx + / sgpdx + | Dgsax
0 0 0

aada

=




Agora, definindo uma norma em H}(0, L) x H1(0, L) x H}(0, L)
por ||(u, v, ¥)||? = B((u, ¢,v); (u, ¢, v)), temos que nesta norma
B ¢ continua e uma forma bilinear coerciva no espago HJ (0, L) x
H{ (0, L) x HI(O, L).

Sendo assim, pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma Unica
(u, ¢, 9) € HJ(0,L) x H}(0,L) x H}(0,L) que é solugao de 18,
para todo (I, ¢,4) € HJ(0,L) x H}(0,L) x H{(O,L). Pela teoria
de equagobes elipticas (veja [1], cap 1), 12, 13 e 14 nos guiam a
u,p,v € H2(0, L), isto &, u, ¢, p € H} N H?(0, L). Por outro lado,
segue de 6, 8 e 10 que v, w,z € H{(0,L). Logo, U € D(A) e
concluimos que 0 € p(A).

@




Existéncia e Unicidade

Teorema 4 (Existéncia e Unicidade)

Seja Uy € H, entdo existe uma unica solugdo fraca U do
problema (4) satisfazendo

U e CO([0, +00); H). (19)

Mais ainda, se Uy € D(A), entdo

U e C°([0, 4+00); D(A)) N C'([0, +00); H). (20)
Demonstracao.

Pela teoria de semigrupo (Pazy, 1983, p. 100), U(t) = e, é

! Unica solugdo de (4) satisfazendo (19) e (20). O




Teorema 5
Seja S(t) = e um Cy-semigrupo de contracées no espago de
Hilbert H. Suponha que
IR C p(A), o conjunto resolvente de A.
Entdo, S(t) € analitico se, e s0 se,

i igl— A)~! < 0.
Wl[}“@”ﬂ(ﬁ ) e < o0

Demonstracao.
Veja Liu e Zheng (2011), theorem 1.3.3, p. 5. O

=




Comportamento Assintotico

Teorema 6

Seja S(t) = e um Cy-semigrupo de contracdes em um espago
de Hilbert H. Entao S(t) € exponencialmente estavel se, e s
se,

p(A) > {iB; B € R} = iR

lim [|(i8 - A" <0

8] =00




Teorema 7
O operador A gera um Cy-semigrupo de contracées

S(t)y=et>0
no espaco de Hilbert H.

Demonstracao.

Como A é dissipativo, densamente definido e 0 € p(A), a
concluséo segue do Teorema 1. O

=




Comportamento Assintotico

Queremos mostrar que iR C p(A).

Temos que se iR C p(.A) é falso, entdo existem 6 e uma sequén-
cia 8" — 6,|8"| < |6], tal que [|(iB" — A)~ || 3) — oo e para
todo M > 0, existe np € N de modo que se n > ny, entdo
138" = A |y > M.

Assim, existe 0 # y" € ‘H de modo que

108" — A) "y "2

> M.
[y

Tomando g" = (is" — A)~'y", podemos escrever

I9be
15" — A)gll
168"~ A"l _ 1

N g M




. 1
Sendo assim, segue que ||(i8" — A)U"||y < —,comn > ng e

M
gn
Logo, observamos que
|(i8" = A)U"|ly — O (21)




Isto é,

iB"u" — v" — 0 em H}(0, L) (
iB"V" — ol + A" — u") + vl — 0em [2(0,L)
iB"" — w" — 0 em H(0, L) (

iB"wW" — k(049" x4+ A" — u") 4+ 2wl — 0 em L3(0,L) (25
igMp" — 2" — 0 em H{(0, L) (
iB"2" — by + k(¢" + ¢") — 122 — 0 em L2(0,L)  (

=




Agora, note que
((iB" = AU, UMy = iB"|U"| |5 — (AU", U™y

Tomando a parte real, temos

L L L
Re((i8"—A)U", UMy, = /0 IV 2ax+ /o W[2ax s /o 120 |dx




Como U" é limitado e (is" — A)U" — 0, temos que
vl — 0em L2(0,L)
w? — 0em L2(0,L)
z! — 0em L?(0,L)
Aplicando a Desigualdade de Poincaré, temos que
v’ — 0em L2(0,L)
w" — 0em L2(0,L)
z" — 0em L%(0,L)




E substituindo 31 em 22, 32 em 24 e 33 em 26, temos que

u" — 0em L3(0, L) (34)
©" — 0em L2(0,L) (35)
Y™ — 0em L2(0,L) (36)

Observe porém que precisamos que

u" — 0em HI(O,L) (37)
©" — 0em H}(0,L) (38)
Y™ — 0 em H{(0,L) (39)




Para isto, note que substituindo 31, 34 e 35 em 23, temos que
— aull, + vl — 0em L2(0, L) (40)
Integrando de 0 a x, chegamos a

— o(uf — ug(0)) + 71 (v¢ — v0(0)) = 0 em L3(0,L)  (41)




Mas por 28, segue que
— a(ul — ul(0)) — 0 em L3(0, L) (42)

Como « é constante, segue da desigualdade de Gagliardo-Niremberg
que

u? — 0em L3(0,L) (43)
Analogamente, concluimos que 7,7 — 0 em L?(0, L). Sendo
assim, temos que u", " 4" — 0 em Hg(O, L). Mas isso implica
que ||U"|| — 0, uma contradic¢ao.

=



Lemma2
Temos que Tim ||(if — A)7'|| < cc.
|Bl—00
Novamente por contradicao, chegamos a 17. Entretanto, agora

precisamos de mais cuidado pois 5”7 — oc. Dividindo por 3",

, 1
iu" —@v — 0em H}(0,L) (44)

v — ;n[au,’(’x + A" — ") + V] — 0em [2(0,L)  (45)

i — ﬁw” — 0em H}(0,L) (46)

iw" + —[ k(o + ")y + A" — u") + 1wl ] — 0 em L2(0, L)
(47)

ip" — ;nz — 0em Hi(0,L) (48)

aada

‘ i7" l _ n n ny _ n 2 et
% iz" + 5"[ by, + k(" + ") — 227 ] — 0em L=(0,L) (49)




Ainda, vale que

Re<<i— 51nA> u”

U
H

84 L 2 2 L 2 73 L 2
:5”/0 4 dx+/8n/0 |wy| dean/0 |z7|=dx

Como U" é limitado e (i

— 1A) U" — 0, entdo vale que
/8[7

— 0em L2(0,L)

—0em L2(O, L)

— 0em L2(0,L)




Aplicando a Desigualdade de Poincaré, temos que

n

@ — 0em L2(0,L) (53)
w” 2

ﬁ—memL (0,L) (54)

n
@ — 0em L2(0,L) (55)
Substituindo 53 em 44, 54 em 46 e 55 em 48, obtemos

u" — 0em L3(0, L) (56)
©" — 0em L2(0,L) (57)
¢" — 0em L2(0,L) (58)

=




Agora, multiplicando a equacao 45 por v,

iIIVII—B,,[ (U, V)FA{(¢"=U"), V) +71 (v, v)] — 0 em L*(0, L)

(59)
Tomando a parte real, segue que

1 1
(oo V) = 5n Me" =), v) = 1V, v)] = O em L3(0, L)

=




E fazendo integral por partes, isso implica que,
«
@(Ugm v) — 0em L3(0, L) (60)
E usando 60 em 59, chegamos a

v — 0em L2(0,L) (61)

Sendo assim, temos por 45 que

1
ﬁ[augx + M= U™ +yv2] - 0em [2(0,L) (62)

=




Agora, multiplicando por 3", chegamos a

ot + M — u") +y1v — 0em [2(0, L) (63)

Aplicando 56, 57 e a desigualdade de Gagliardo-Niremberg no-
vamente, concluiremos que

u? — 0em L3(0, L) (64)

Aplicando a mesma ideia para ¢ e 1, obtemos novamente que
||U"|| — 0, contradizendo que ||U"|| = 1.

aada

=




Teorema 8
O Cy-semigrupo de contragées S(t) = e, t > 0, gerado por A
€ exponencialmente estavel.




OBRIGADO!
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