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Preliminares

Sistema Dinamico

@ Sistemas dindmicos é a parte da matematica que estuda o cambio.

@ Podemos representar um sistema dindmico como uma tripla (M, T, f) onde
M um espaco topoldgico, o ambiente onde acontece o sistema dindmico, T é
o tempo, e f é uma fungdo, a regra de como muda o sistema dindmico.

f-M—=M

@ Definimos a orbita de um ponto p como o conjunto

O(p) = {pntnen = {p. f(p), F2(p), F"(p), ...},
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Preliminares

Sistema Dinamico

@ Sistemas dinamicos é a parte da matemdtica que estuda o cambio.

@ Vamos considerar M = C, f como func¢3o racional, e estamos interessados
em saber o que acontece com C sob iteragdes de f.

f.C>¢C

O(p) = {pn}neN = {pv f(p), f2(p), f(n)(p)v s }7

@ Queremos ver que acontece com C quando iteramos f.
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Conjunto de Julia e Fatou

Seja f uma funcio holomorfa sobre a esfera de Riemann. A esfera de Riemann C
pode ser dividida em dois conjuntos

@ O conjunto Fatou, no qual a dindmica é suave.
@ O conjunto de Julia, no qual hd uma dependéncia sensivel das condicdes
iniciais e a dindmica é cadtica.
De maneira mais formal podemos definir:
Definicao
Dada f : € — C racional, definimos o conjunto de Fatou F¢ como o conjunto dos
pontos z € C onde {f"},>1 é equicontinua.

O conjunto de Julia Jr := C \ F¢ é o conjunto dos pontos no qual a familia n3o é
equicontinua.
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Conjunto de Julia e Fatou

Defini¢do (Julia e Fatou)

Dado uma fun¢do holomorfa f : € — €, nos chamaremos Conjunto de Julia de f
o fecho do conjunto de pontos periddicos repulsores de f, Adenotado por J(f). O
conjunto de Fatou de f é denotado por F(f) e dado por C\J(f).
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Hiperbolicidade

Definicdo (Hiperbolicidade)

Dada f uma fun¢do racional de grau maior o igual a dois, diremos que f é uma
funcdo hiperbdlica se existe uma métrica conforme

p =(2)ldz|,

sendo y(z) > 0 uma fungdo C*°, tal que f se expande uniformemente sobre seu
conjunto de Julia, ou seja, existe A > 1 tal que

1), > A,
para todo z € J(f).
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As fungdes hiperbdlicas podem ser caracterizadas da seguinte forma:
Teorema (Caracterizagdo de fun¢des hiperbdlicas)

Seja f : C — C uma fung3o racional com grau > 2. Ent3o temos que as seguintes
condicdes s3o equivalentes.

© 1 é hiperbdlica.
@ O conjunto pés-critico P(f) é disjunto do seu conjunto de Julia J(f).
@ O conjunto de Julia ndo contém ciclos parabdlicos ou pontos criticos.

@ Se p é um ponto critico de f, entdo f"(p) tende a um ciclo atrator quando
n— oo.
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O conjunto do Mandelbrot

Definimos a familia quadrética de C, como o conjunto que consiste em fun¢bes da
forma f.(x) = x*> + c.

Qualquer polindmio quadratico, podemos sempre conjuga-lo a algum elemento da
familia quadratica. Chamaremos conjunto de Mandelbrot, ao conjunto definido

por
M = {c:{f(0)} ¢é uma sequéncia limitada}.
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Figure: O conjunto do Mandelbrot
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Figure: O Bordo do Mandelbrot
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Exemplo de Conjuntos de Julia (¢ = —0.79 + 0.15/)
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Exemplo de Conjuntos de Julia (¢ = —0.162 + 1.04/)
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Exemplo de Conjuntos de Julia (¢ = 0.3 — 0.01/)
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Exemplo de Conjuntos de Julia (¢ = 0.28 4 0.008/)
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Exemplo de Conjuntos de Julia (¢ = —0.12 — 0.77/)
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Exemplo de Conjuntos de Julia (¢ = —1.476)
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Grau semi-local

i)
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Il\ =)
W ; \\_“_’/

"W = B(f"(z),r)
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Grau semi-local

Seja f uma fungdo racional com grau maior ou igual a dois. Seja r > 0 pequeno e
seja x € C. Dado m > 1, vamos considerar o conjunto B(f™(x), r) e denotaremos
por W a componente conexa de f~™(B(f™(x), r)) que contem a x. Assim, a
funcdo

F W = B(F™(x), ) (1)

€ um recobrimento ramificado.
Definiremos o grau semi-local de f™ em x, com este r pré-fixado, como sendo o
grau da funcgdo (1).
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Semi-hiperbolicidade

Definigdo (Semi-hiperbolicidade)

Seja f uma fungdo racional com grau maior o igual a dois. Diremos que f é uma
funcdo semi-hiperbdlica se existe um r > 0 suficientemente pequeno, e um

D > 1 tal que para todo m > 1 e todo x € J(f) o grau semi-local de ™ em x é
menor ou igual a D.
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Semi-hiperbolicidade

Teorema (Caracterizagdo de fungdes Semi-Hiperbdlicas)

Seja f uma fun¢do racional com grau maior ou igual a dois. Entdo, f é
semi-hiperbdlica se, e somente se

@ f n3o possui pontos criticos recorrentes em seu conjunto de Julia, isto é, se
7o é ponto critico, entdo zy ¢ w(z).

@ f n3o possui ciclos parabdlicos em seu conjunto de Julia.
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Hiperbolicidade implica semi-hiperbolicidade

Exemplo
Pelo teorema de caracterizacdo de funcdes hiperbdlicas temos que as funcdes
hiperbdlicas ndo contem ciclos parabdlicos ou pontos criticos em seu conjunto de

Julia.
Em particular, se f é hiperbolica, entdo f n3o contem ciclos parabdlicos ou pontos

criticos recorrentes em seu conjunto de Julia, portanto, pelo teorema anterior, f é
semi-hiperbdlica.
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Parametros de Misiurewicz

Considerando-se a familia quadrética f.(z) = z2 + c, dizemos que ¢ é um
parametro Misiurewicz se o ponto critico 0 da fungdo f.(z) = 22 + ¢ é
estritamente pré-periddico, isto é,

F(F2(0) = £2(0) e £(F27H(0) # £271(0).

Teorema [Douady-Hubbard, 1984]

Se ¢ for um pardmetro Misiurewicz da familia quadratica f.(z) = z% + ¢, entdo
existe um n > 0 tal que f"(c) = f"*1(0) pertence a uma érbita periédica
repulsora de f.. Além disso,

J(f) ={z € C: {fl(z)} é limitado},

de onde segue que o conjunto de Julia cheio possui interior vazio.
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Semi-hiperbdlico mas n3o hiperbdlico

Se ¢ é um ponto de Misiurewicz a fungdo f-(z) = z> + ¢ n3o é hiperbdlica.
Queremos ver que f. é semi-hiperbdlica.

@ Como z = 0 é estritamente pré-periédico temos que 0 ¢ w(0). Resta mostrar
que f. ndo tem ciclos parabdlicos.

@ Suponhamos, por contradicio, que a = {zp, 21, -+ ,Zm—1} é um ciclo
parabdlico de tamanho m.

@ Ent3o, temos que a bacia de atracdo imediata associada ao ciclo de z,
contém o ponto critico z = 0. Mas ¢ é Misiurewicz, logo w(0) = «, de onde
segue que « é repulsora. Logo a é um ciclo parabdlico e repulsor ao mesmo
tempo.
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Condicao Topoldgica Collect-Eckmann

Defini¢do (Condi¢do Topoldgica Collect-Eckmann)

Uma fungdo racional f satisfaz a condicdo TCE se existir um r > 0, e constantes
D >1e6 € (0,1), tais que, para cada ponto x € J(f), o conjunto G, de inteiros
m > 1 para os quais o grau semi-local de f™ em x é menor ou igual a D, satisfaga:

lim inf llj(GX N{1,...n}) > 0.
n—oo N
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Medida de Mdxima Entropia e Medidas Duplicadoras

Medida de Maxima Entropia e Medidas Duplicadoras J
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Medida de Méaxima Entropia e Medidas Duplicadoras.

Principio Variacional

Teorema (Principio Variacional)

Seja f : X — X um endomorfismo de um espaco métrico compacto e seja
¢ : X — R uma fungdo continua. Entao

Pr () = sup (hu(f)+/¢>du>

onde o supremo é tomado sobre todas as medidas invariantes por f.
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Medida de Mdxima Entropia e Medidas Duplicadoras

Se ¢ = 0, entdo definimos P¢(0) como sendo a entropia topoldgica de f, que
denotaremos por hsop(f). Uma medida 1 € M(f) tal que h,(f) = heop(f) €
chamada de medida de maxima entropia.
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Medida de Mdxima Entropia e Medidas Duplicadoras.

Ricardo Mafié mostrou que as fungdes racionais com grau maior que 2 tém uma
tinica medida que maximiza a entropia métrica. Alem disso, também ¢é
demonstrado que essa medida satisfaz h,(f) = In(d).

Por outro lado, temos o seguinte resultado

Teorema (Freire-Lopes-Maié 1983)

Se f é uma fun¢do racional com grau d > 2, entdo existe uma medida de
probabilidade f—invariante s tal que:
@ O suporte de us é J(f).
Q 1r(f(A)) = dus(A), para todo conjunto de Borel A  C tal que f|a é
injetiva. Além disso, ur é a Ginica medida f—invariante que satisfaz esta
propriedade.

@ A entropia dessa medida é h,, (f) = In(d).
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Medida de Mdxima Entropia e Medidas Duplicadoras

Um fato importante que se destaca dos resultados anteriores é que:

@ Se V um conjunto aberto conexo de Cem > 1 um inteiro.

@ W uma das componentes conexas de f~™(V/).

N\E

-
-
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Medida de Mdxima Entropia e Medidas Duplicadoras

Podemos considerar a fungdo " : W — V/, onde seu grau é denotado por D.

L

Ent3o

~ grau(f)m
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Medidas duplicadoras

Definicdo ( Medida Duplicadora)

Uma medida de Borel p em um espago métrico (X, d) diz-se duplicadora se
existem constantes C, > 0 e r, > 0 tais que para cada x € X e r € (0, r,.) temos

p(B(x,2r)) < C.p(B(x, ).
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Medida de Méaxima Entropia e Medidas Duplicadoras.

Propriedades das medidas duplicadoras

Lema 1
Seja (X, d) um espaco métrico compacto e seja p uma medida duplicadora sobre
X. Ent3o existem constantes C > 0, o > 0 tal que para um r > 0 suficientemente

pequeno e cada x € supp(X) temos que

p(B(x,r)) > Cre.
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Teoremas principais

Teorema A (Rivera-Letelier 2010)

Uma fungdo racional complexa de grau pelo menos dois é semi-hiperbdlica se, e
somente se, sua medida de entropia maxima é duplicadora em seu conjunto de
Julia.
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Teorema B (Rivera-Letelier 2010)

Seja f uma fungdo racional com grau maior ou igual a dois. Seja pr sua medida
de maxima entropia. Entdo f satisfaz a condicao TCE se, e somente se, existem
constantes rp > 0, & > 0, e C > 0 tais que, para quaisquer x € J(f) e r € (0, rp),
é verdade que

pr(B(x,r)) > Cre.
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Diminuicao Exponencial de Componentes — DEC |

Seja f uma funcdo racional de grau maior ou igual a dois. Dizemos que f possui
diminuicdo exponencial de componentes se exitem constantes rp > 0 e A > 1 tais
que, para cada x € J(f), 0 < r < ry, e cada inteiro m > 1, cada componente
conexa W de f~™(B(x, r)) satisfaz

diam(W) < A~

Hiperbolicidade Uniforme em Orbitas Periédicas — HUP

Seja f uma funcdo racional de grau maior ou igual a dois. Dizemos que f possui
hiperbolicidade uniforme em 6rbitas periddicas se existe um A > 1 tal que, para
qualquer ponto periédico p € J(f) de periodo n > 1, temos

(F7) (p)| = A

Em particular, todos os ciclos periédicos dentro do conjunto de Julia sao
repulsores.
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