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Particula carrega sob acao de um campo magnético

» B campo magnético em R>:

div(B) = 0 Lei de Gauss para o magnetismo

» ~: 1 — R3 uma particular carregada com carga e e massa m
sob acdo de B:

my"(t) = F(y(1))
= e(v/(t) x B(¥(t))) Equagio de Lorentz.



Particula carregada sob acao de um campo magnético

movimento
helicoidal

forga perpendicular ao
campo magnético

plano perpendicular as
linhas de indugdo magnética

Figura: B campo constante



Plasma fisico

Um campo magneto-hidro-estatico (MHE) em R® é um campo ve-
torial B tal que

1. div B=0;e

2. existe uma funcao pressao p tal que
Jx B=Vp,

onde J = rot(B).

& MacKay, R. S. (2020). Differential forms for plasma physics.
Journal of Plasma Physics, 86(1), 925860101.



Campo magnético da Terra

Figura: Interagdo ventos solares e campo magnético da Terra



Fusao nuclear: Tokamak

Figura: Reator de Fusdo



Plasma fisico

Theorem

Seja B é um campo MHE com pressdo p. Se
> ¢ é valor regular de p; e
» T =p Y(c) é limitado,

entdo T é um toro.




Campo magnético da Terra

Figura: Campo magnético da Terra
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Estrutura magnética

» B um campo magnético em R3

P ~ uma particula carregada com massa m e carga e

div B=0=— 3 J tal que
B = rot(J).

A trajetéria da particula é reparametrizacdo de um ponto critico do
funcional

Lpv) = Z(v,v)+e(J(p) v,

que denominamos por geodésica magnética.
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Lagrangeana

Uma lagrangiana em U/ C TR" é uma funcio suave

L:U—R.

Seu funcional ac3o é

b
A = A = [ L6 )et

onde v : [a, b] = U = w(U) é curva suave por partes.



Lagrangeana

Example

L) = Vv v = v
(S

E(vp) = (v, v) = 5P

sao Lagrangianas com respectivos funcionais acdo

b
£(fy):/ |17'||dt (comprimento da curva)
a

b
8(7)2/ |7||?dt (energia da curva)
a

v : [a, b] = R" curva suave.



Geodésica

Uma curva vy é geodésica de uma Lagrangiana L se for ponto critico
de seu funcional ac3o A;.



Geodésica

Uma curva 7y é geodésica de uma Lagrangiana L se for ponto critico
de seu funcional ac3o A;.

Theorem Equacoes de Euller-Lagrange

v : [a.b] — R" é uma geodésica da Lagrangiana L se, e
somente se, satisfizer as equacdes de Euler-Lagrange:

%(S—é(%v’)) - g—/ﬁi(%v’) =0. (1)

para qualquer i € 1,..., n.




Existéncia e unicidade

Theorem

Suponha que

(6. ) = [55-(p.V)]

seja inversivel para qualquer (p,v) € U e seja [g%(p, v)] sua
inversa. Entdo v = (p1, ..., pn) é ponto critico do funcional
acdo A; se, e somente se,

d?p; 7 O?L dp; oL
api_ 9L . 2
v +Z (av,-apj dt 6p,-> 0 (2)




Energia
A Energia (total) de uma Lagrangiana L é a Lagrangiana

E[_(P, V) = dL(p,v)(Oa V) - L(p, V)7



Energia
A Energia (total) de uma Lagrangiana L é a Lagrangiana

E(p,v) = dLp,)(0,v) = L(p, V),

Theorem Conservagao da Energia

Se v é uma geodésica de L, entdo

t = E ((t),7'(t))

€ constante.




Energia
A Energia (total) de uma Lagrangiana L é a Lagrangiana

EL(p7 V) = dL(p,V)(07 V) - L(p7 V)7

Theorem Conservagao da Energia

Se v é uma geodésica de L, entdo

t = E ((t),7'(t))

€ constante.

Example
Seja B fungdo bilinear simétrica. Se L(v,) := /B(v, v), entdo

E(vp) = %B(v, v).
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Sistemas mecanicos

(R", m(,), F) é sistema mecanico em R" onde
F: TR" —» TR" ( Forga externa)

tal que mo F = 7.

E o movimento do sistema é dado pela Equacao de Newton:

my" = F(v').



Sistemas mecanicos

Example (Campo magnético x particula carregada)

(R", g, F) dado por g = m(,) e
F(vp,) = ev x B(p) (Forca de Lorentz)

€ um sistema mecanico.

& Godinho, L., Natdrio, J. (2012). An introduction to
riemannian geometry. With Applications.
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Sistemas mecanicos conservativos

Dizemos que (R", m(,), F) é conservativo se
F(vp) = —VUp,

onde U : R" — R é a funcdo potencial.
Nesse caso, 0 movimento é uma geodésica de

L(vp) = 5 (v v) = U(p)-

E a energia é



Exemplo: movimento balistico.

U(p) = mgps

Mawimerdo Bl isdiee

i
g ¢ dig il o st (v sspern b

Py

Figura: Movimento balisitco



Exemplo: sistema Estrela/Planeta

MmG
U(p) = -
el
O( g[[//“
H e G
.\‘ \j ...... ,,,....Q
JJJ))>\

Lei das orbitas
(12 Lei de Kepler)




Exemplo: oscilador harmonico

w2

Ulp) = —(p. p)

Figura: Massa presa a uma mola.



Sistemas mecanicos conservativos

» (R",m(,), —VU) sistema mecanico conservativo; e
» heR
Defina em My, = {p; U(p) < h} a métrica de Jacobi

g (u,v) = (h— U(p))m(u, v)

Vpe Mpeu,ve T,R"



Sistemas mecanicos conservativos

» (R",m(,), —VU) sistema mecanico conservativo; e

> heR

Defina em My, = {p; U(p) < h} a métrica de Jacobi

gb/(uv v) = (h—=U(p))m(u, v)

Vpe Myeu,ve TR

Theorem

O movimento com en

ergia h é uma geodésica da Lagrangeana

L/ (vp) = g5 (v, v).




Métrica Riemanniana

Uma aplicacdo suave

peEACR"— g, : T,R" x T,R" = R é produto interno.
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Métrica Riemanniana

Uma aplicacdo suave

peEACR"— g, : T,R" x T,R" = R é produto interno.

~v é geodésica de g se for geodésica de

E(v) = 58(v.v)

E ~ é pré-geodésica se for reparametrizacdo de uma geodésica, ou
equivalentemente, se for geodésica de

L(v) =+/g(v,v).



Exemplo
No plano superior podemos definir

1
g(X,y)(u7 V) = ;(U, V>

Figura: Geodésicas do modelo do plano superior de Poincaré



Geodésica magnética

Theorem

A geodésica magnética com energia ¢ é geodésica de

R(v) = a(v) + A(v)

U ||v|| é uma norma; e

> B(v) = \/Z J(p), v) é uma 1-forma.

onde

& Herrera, J., and Javaloyes, M. A. (2021).
Stationary—Complete Spacetimes with non-standard splittings

and pre-Randers metrics. Journal of Geometry and Physics,
163, 104120.
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Norma de Minkowski

Uma fungdo continua F : R" — [0,00) é uma é uma norma de
pré-Minkowski se:

L. Flgno é suave;
2. F(\y) = AF(y),Vy e R"\ 0 and A > 0;
Dizemos que F é uma norma Finsler se adcionalmente

3. para qualquer y € R"\ 0, o tensor fundamental
1 &2
= = —F? t
gy(u,v) 5 Dbt (y + tu+ sv) .
1
= Hess(EFz)v(u, w),Vu,w € T,R"

é um produto interno.



Norma Euclidiana

Seja o : R” — R uma norma (Euclidiana). Trivialmente « satisfaz
1. e 2. Além disso, verifica-se que

gv(“? W) = <U, W>Ot7

onde (, ), € o produto interno associado a «, implicando que também
« sastisfaz o item 3.



Norma Randers

Sejam « e 8 uma norma e um funcional linear em R". A funcio
R=a+p

€ norma pré-Minkowski.



Norma Randers

Sejam « e 8 uma norma e um funcional linear em R". A funcio
R=a+p

é norma pré-Minkowski.

Lemma ]

R é uma norma de Minkowski se, e somente se, a*(5) < 1. J




Métrica Finsler

Uma métrica pré-Finsler (métrica Finsler) em U C R" é uma aplicagido
continua
F:TU—-R
tal que
L. Fl7y\o € suave;

2. Fp = F|1,rn € uma norma de pré-Minkowski (Minkowski) em
To,R" para qualquer p € U.



Métrica Finsler

Uma métrica pré-Finsler (métrica Finsler) em U C R" é uma aplicagido
continua
F:TU—-R
tal que
L. Fl7y\o € suave;

2. Fp:= F|7,r» € uma norma de pré-Minkowski (Minkowski) em
To,R" para qualquer p € U.

O tensor fundamental de F associa a cada v € TU \ 0 o produto
interno
g ToR" x T,R" - R

onde p=7(v) € U.



Geodésica

Funcional comprimento:

Funcional energia:



Geodésica

Funcional comprimento:

Funcional energia:

b
e0)=3 [ e

a

~ é geodésica de F se for geodésica da Langrageana
1.5
E(v) = 5F2(v)

ou seja, ponto critico de £.



Existéncia e unicidade

1 .
Como g, = §(Hess F2)V é nao-degenerado, dado v € TU existe
Unica geodésica v, : I, — U tal que

7(0) =v

e I, € maximal.

v = (71,-..,77n) é uma geodésica se, e somente se,

N+ ZV;’YJ{FE'(V/) = 0 (Equagdo Geodésica),
K

onde Ffj : TR" — R s3o os sibolos de Christoffel.
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Histéria da Geoemtria Finsler em Gottingen

» Riemann

> Minkowski
> Hilbert

> Carathéodory
» Courant

>

Finsler



Histéria da Geoemtria Finsler em Gottingen

Riemann
Minkowski
Hilbert
Carathéodory
Courant

Finsler

VVVvyVvYVvyYyvyy

Busemann



Histéria da Geoemtria Finsler em Gottingen

Riemann

Minkowski

Hilbert

Carathéodory

Courant

Finsler

Busemann

Won, D. Y. (2015). On the history of the birth of Finsler

geometry at gottingen. Journal for History of Mathematics,
28(3), 133-149.

@ vVYVYVVVVYVYY



Outros nomes...

> Zermelo
> Cartan
» Chern
> Shen
>

Javaloyes
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Uma questao...

Considere um campo MHE:

B campo magnético; e

p: UcCR®— R fungio press3o.
Imagine uma métrica Finsler Z em U construida para modelar a
trajetéria do plasma:

Vp=JxB.



Uma questao...

Considere um campo MHE:

B campo magnético; e

p: UcCR®— R fungio press3o.
Imagine uma métrica Finsler Z em U construida para modelar a
trajetéria do plasma:

Vp=JxB.
Questdes: Quais propriedades geométricas possui p?
p € isoparamétrica?

os toros p~'(c) sdo superficies minimas?



Obrigado!
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