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Significado geométrico de determinantes reais é bem conhecido.

Ex: em R?,
€ = (170) TE]_ = (2 1) 2 1
’ det T =1|9 | =-3
62:(071) T62:(17_1) |1 1|
2
R T R?
& —_— T Te;

n

€

o
~_|

TEQ

|det T| é o 2-volume (drea) do paralelogramo formado por Te; e Tes.
Equivalentemente, é o fator pelo qual T expande todas as dreas em R
O sinal indica a mudanca de orientac3o.
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Vamos lembrar por que isso vale.

M(vi,...,vn) € M(n,R) matriz com colunas v, ...,v, € R".
w 0

P(v1,...,v,) = paralelotopo gerado por vi,..., v,
={3P tvi:0<t; <1}

u

V(vi,...,Vn) = n-volume (i.e. n-dimensional) de P(vi,...,v,).

Transformag3o linear dada por M leva o hipercubo unitério P(ey, ..., €p),
gerado pela base canénica, em P(vy,...,v,), logo expande todos os
n-volumes de R" por um fator V(vi, ..., v,).

Proposicao
|det M(vi,...,va)| =V(vi,...,Vn).

Refs
[e]e]e}



Det real Det complexo Gramiano Algebra exterior Indice de realidade Pitagoras Refs
oooe 000000000 [e]e]e]e] 0000 00000000 [e]e]e} [e]e]e}

A ideia é que V tem as propriedades que caracterizam | det M|:
@ V(vi,...,vy) =0 & vetores L.D.
@ V(ey,...,e,) =1 para a base candnica.
@ V(vi,...,Vv,) ndo depende da ordem dos v;'s.
o V(c-vi,va,...,vp) = c| - V(va,...,vp).

@ V(vi+ vi,va,. ..y vp) =V(va,...,vp), s i # 1.
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Ex: em C? = {(z1,2) : z1,2 € C},

e = (1,0) Te, = (2+1,/3)

&=(0,1)  Te=(-5,2—i)

241 —5i o
det T = =545iv/3=10€'%

V3 2-i
Significado geométrico dificil de visualizar em

C? ={(x +iy,x +iy)} = R* = {(x1,y1,%,y2)}-

Vamos tentar um exemplo com y, = 0, para poder representar em R3.
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Ex: C?:u=(2,0), iv = (2i,0), v = (4i,3)
R*: u=(2,0,0,0), iu = (0,2,0,0), v =(0,4,3,0)

X2 p

X2 4

X1

V(u,v) =10 # V(iu,v) =6

V(c-vi,va,...,vp) # ¢l - V(va,...,v,) pois -c € C rotaciona. Mas
|det M(c - vi,va,-+- ,vy)| = |c| - |det M(vq,- -+, v,)|, logo | det M| #£ V.
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Vamos interpretar o determinante complexo num exemplo simples.

Ex: em C! = {z=x+iy} = R?>={(x,y)},

Te=(V3+i)z ()= (" A)5)
det T =3 +1=2é'% det Tg = 4
Im .
T(i)=-1+iV3 C Te(0,1) =
(-1.v3) A
N\ 7 i T(1)= V3 +i
6 2
/6
1 Re (130) X

Note que det Tg = | det T|2. Coincidéncia?
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Proposicao
211t Zin xi1+iyin o Xiptivig
SeZ=| " 1 |= Do : € M(n, C),
Znt v Zpn XmHiYn1 o+ Xpnt1Yan
X11 —Y11 t Xin —Yin
yin X1 ot Yin Xin
eR=1] :
Xnl —Yn1
Ynl  Xn1

Xnn —Ynn
© Ynn

€ M(2n,R), entdo | dete Z|* = detg R

o:

C - Cc={(;¥):xyeR}
x+iy = (3 %)

Prova: Vamos usar o seguinte isomorfismo de corpos:
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Se det¢ Z = a+ib entdo

( X1 —y11 )
yin X

dete

(an —Yn1 )
Y1 Xn1

( X1n
Yin

( Xnn
Ynn

~Yin
X1n

—Ynn
Xnn

Como as submatrizes comutam,

detg R = detr

X1 —yin o
yii Xu

Xnl —Yn1
Yn1  Xn1

X1n

© Yin

Xnn

© Ym

)
)

~—Yin
X1n

—Ynn
Xnn

#(z11) -+ ¢(z1n)
= det¢
¢(Zn1) ¢(Znn)

= ¢(detc Z) = p(a+ib) = (}

= den (3 ) = 4

=|a+ib]> = |dete Z%.

—b
a

O

).



Det real Det complexo Gramiano Algebra exterior indice de realidade Pitagoras Refs
0000 O00000e00 [e]e]e]e] 0000 00000000 [e]e]e} [e]e]e}

Outra maneira, equivalente 3 anterior pois R e R diferem por um niimero
igual de transposicdes de linhas e colunas, logo detg R = dety R.

X11 v Xin Yir o Yin

Xn1 0 Xnn Yn1 0 Ynn

xutiyin - Xintiyin
Z=X+iY = A € M(n,C), e
Xn1Hiym -0 XontiYan

R=(X7Y) € M(2n,R), entdo |detc Z|* = detg R.

Prova: Se 1,., é a identidade, e T = Iil) e M(2n,C), entdo

(L
Tl=2 (471", TRTH=(%9)

detg R = detg R = detg(TRT 1) = (detc Z)(dete Z) = | detc Z2. [
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Coroldrio

|detc M(vi,...,vn)|[?> = Vr(v1,iva, ..., Va,iv,), onde Vi € o 2n-volume
do paralelotopo P(v1,ivy, ..., vy, iv,) em R2".

Prova:
211 - Zin 21 x1j+iy1j
Z=| " 1 ]=Mw,...,vy)comyi=| : | = : e C".
Znl ct Zpn Zpj Xpj+1Yynj
X1y -y
yij X1j
Identificando C" = R?", temos v; = | @ | eiy; =
Xnj —Ynj
Ynj Xnj
X11 —Y11 0 Xin —Yin
yii X 0 Yin Xin
Logo, R=|[ © = .t = = Mr(vi,ivi, ..., Vs, ivs),
Xnl —Ynl ** Xnn —Ynn
Yn1 Xn1  ** Ynn Xnn

onde Mg é a matriz formada com esses vetores vistos em R?".

Assim, |det@ M(Vl, RN Vn)|2 = detgr M]R(vl,ivl, ey Vp, iVn) = VRr. ]

Refs
[e]e]e}
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Ex:
C?:u=(2,0), iu = (2i,0), v = (4i,3), iv = (—4,3i)
R*: u=(2,0,0,0), iu=(0,2,0,0), v=(0,4,3,0), iv=(-4,0,0,3)
) 200 —4
detc M(u,v) =[3%|=6,  detg Mg(u,iu,v,iv) =831 0 | = 36.
000 3
X2 ) I

-
-

3

X1

V(u,iu, v,iv) = V(u,iu, v) -3 = 36, pois iv tem altura 3 com P(u,iu, v).
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Sejam vi,...,vp, € V C R", com dimg V = p.
M= M(w1,...,v,) € Mpxp(R) ndo é quadrada, ndo hd det M.

Sendo (v;,v;) = v/ v; o produto interno, a matriz Gramiana é

(vi,vi) - (vi,vp)
G = G(vl,...,vp):((v,',vj>)pxp: =M"M.

<V97V1> <VP7VP>

{-,-) ndo depende da base ortonormal, logo G = N"N com N € M(p,R)
formada por vy, ..., Vv, decompostos em base ortonormal de V/, e assim

det G = det(N"N) = (det N)? = V(vy, ..., v,)%
Ex: drea de paralelogramo formado por u = (3,-1,2) e v = (-2,2,0),

M:(i’f), G=MTM=(%2)  V=1\detG=4/3
2 0
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Sejam vy,...,v, € V C C”, com dim¢ V = p.

M= M(v,...,vp) € Mpyp(C).

Sendo (v;, v;) = V" v; o produto Hermitiano,
(visvi) o (v, vp)

G =0G(v1,. 5 vp) = ((Vis Vi) e p = Do =MT"M.
<VP7V1> (VPrVP>

Proposicao

detg G = Vg(v1,iva, ..., Vp,ivp).

Obs: sem quadrado, mas agora é volume 2p-dimensional.

Prova: G = NN com N € M(p,C) formada por vi, ..., v, em base
ortonormal de V, e

detc G = detc(NTN) = |dete N|? = Vr(vi,ivi, ..., Vp,ivp). [

Refs
[e]e]e}
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Ex: em C3, sejam v = (2+1,0,1+3i) e v =(1,—i,1 +1).

2 1 Y 15 6-3i
Muv)= (o =) G=MTM= (%), detcG=15.

Logo P(u,iu,v,iv) C €3 = RO tem 4-volume Vg = detg G = 15.

De fato, como vetores de R® temos

2-11 0
§¢ 91 o5 %
: sy— |00 0 1 —mT - -
Mg (u,iu,viiv) =508 21 o |, G]RM]RM]R<6—34O)’
1-31 -1 36 04
31 1 1

e novamente Vg(u,iu, v,iv) = v/detg Gg = V225 = 15.
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Algebra exterior A", onde F = R ou C, é formada por multivetores,
combinacdes lineares de blades vi A--- Av,, com vy, ..., v, € F".

Produto exterior A é associativo, bilinear, e alternante:
vAv=0logo uAv=—vAuparauvelF"

Produto interno/Hermitianode A=u; A---Aupe B=viA--- A v, é
(A, B) = det((u;, ‘/f>)po'
Dada base ortonormal (ey,...,e,) de F", outra de A" é formada por
blades e; A---Ae, com1 </ <-- <ip<n.

Proposicao

V(va,...,Vp) selF =R,
VVr(Vi,ive, ..., Vnyiv,)  se F = C.

Vi A vl =

Prova: ||B| = \/(B,B) = \/det((vi,v;)) = Vdet G. O

Refs
[e]e]e}
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No caso real, vy A --- A v, é representada por P(vi,...,V,), mas de
forma ndo dnica: por ex., uAv = (u+v)Av.

\\ _ [y ] -

Uma blade real B = vy A --- A v, é caracterizada unicamente por:

w

@ um subespago orientado span{vi, ..., Vvp};

@ um valor ||B|| dado a ele (volume, rotagdo, campo magnético, etc.).
Ex: Em R?, sejam u=1+2jev="71— 7]

uANv=T4+2DA (=D =TAT=TAT+2]AT=2]AT==3TA].

|lu A v|| =3 = drea do paralelogramo formado por u e v.
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No caso complexo tal representacdo ndo é adequada, jd que ||B]| # V.

Ex: u=(2+1i)eg +7ie; e v =e; + (1 + bi)ey, na base candnica
{e1, &} de C2.

uAv=2+4+1)(1+5)e1 Aex +Tim Aepr = (=3 +4i)e; A e
luAv|=]-3+4il=5 = P(u,iu,v,iv) tem 4-volume 25.
detg Gr(u,v) = 13337 =89 = P(u,v) tem drea /89 = 9.4.

Esse paralelogramos n3o representam u A v de forma débvia.
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Vamos relacionar conceitos complexos e reais.
A = produto exterior C-linear em A C"
A = produto exterior R-linear em /\ R?".

Definicao

O angulo de disjuncdo T4 g entre subespacos de blades A, B € \ R?"
€ definido por

A A Bl = [[AlllBllsinTap-

O volume de B contrai por um fator sin T4 g se projetado em AL.

Refs
[e]e]e}
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Definicao

Subespaco real U C R?" = C" tem indice de realidade

p(U) = +/sinTyuy, ondeil = {iv:ue U}.

p(U) mede como U falha em ser ou conter um subespaco complexo.

Ex: se U = spang{u, v} entdo iU = spang{iu,iv}, e podemos ter:

iu=U p(U) =0, U é holomérfico
iu v (é subespago complexo)

(Sedimg U >2, p(U)=0<
U contém subespago complexo)




indice de realidade
O00e0000

p(U) # 0, U é puramente real
(ndo contém subespaco complexo)

p(U) =1, U é totalmente real
(produto Hermitiano é real em U)
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Theorem (Mandolesi, 2024)

Sevi,...,v, € C" e U=spang{vi,...,v,} C R?",
o v A Avll = It &+ 2 vyl - p(U).

o det¢ G(wi, ..., V) = detg Gr(vi,...,v,) - p(U)>.
o |detg M(vi,...,vp)| =V(va,..., V) p(U), se p=n.

Prova: [vi A -+ A v,|? = V(wi,ivi, ..., Vp,ivp)
=|lvidivi A A vy, Ady|
=l(vna---Aavp)A(ivi A--- Ay
=va--Av|-livia--- Al -sinTyu
=llvia---a vl p(U)?

detc G(vi,...,vp) = Vi A A2 = [l & - A |- p(U)?

= detg Gr(v1,. .-, Vp) - p(U)?

|dete M(va, ..., v,)[2 = detc(MT M) = detg G(vi, ..., V)

= detg Gr(v1,...,Va) - p(U)? =V(v1,...,va)? - p(U)%
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Ex: em C2, u=(2,0) det¢ M(u,v) =6

v = (41,3) V(u,v) =10
| dete M(u, v)|
Logo U = t Uy=———">=06
ogo spang{u, v} tem p(U) Y v)
Na base candnica (ey,. .., e) de R*,
u=2¢ iu=2ey,
v = 4ep + 3e3, iv = —4e; + 3¢,
uAv=2=8e Ae +be Aes iuAiv=28e A e+ be Aey

luav] =8 +62 =10 liu 2 iv] = 10

UAVvAiuNiv=—36e; Aes AesAey
luavaivaiv)| 36
luav||ivaiv]  10-10

sin Tyiu = =0.36 = p(U) = v0.36 = 0.6

Na base candnica (f;, f) de C?,

A 6
vl 6

u=2f,v=4i+3h, uAv=61AFfh = p(lU)= luav] ~ 10
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Uma blade B=v; A--- A v, € A C" é caracterizada por:
@ um subespaco V = spang{vi,...,vp} Zspang{vi,ivi,..., v,,1v,}
(com orientacdo complexa, que n3o discutimos);

e um valor ||B||, que é uma fragdo p(spang{vi,...,Vv,}) do volume
V(vi,...,Vp), e cujo quadrado é V(vi, ..., Vp,ivg,...,1vp).
Ex:
LV =C v € A\ R? visto como seta.
- R Atribui valor 2 a reta U.
WX vAiv 7 p(U) =1 pois iU L U.
4 A
2 v v E /\(D1 visto como seta com
9 sombra v A iv de drea 4.
Atribui valor V4 =2a V = C.
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Ex:

u A v vista como paralelogramo de area ||u A v|| = 3 no plano U.

Sendo rotacdo dele, iu A iv também tem drea 3. Mas n3o gira
ortogonalmente a U, e o paralelotopo 4D u A v AiuAiv tem V = 4.

o 2 4« : [a _ 2
uAv évista como 5 da drea de u A v, pois p(U) = /35 = 5.

Atribui valor ||luAv| =2 a V =spang{u, v} = spang{u, v,iu,iv}.
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Decompondo uma p-blade B =}, B; na base ortonormal
{es Ao ANej, i1 <ip <---<ip<n}, cada B é a projegdo num
subespago coordenado de dim p, e ||B||> =", ||Bi|. Logo:

Teorema (Conant-Beyer 1974)

Se V € volume p-dimensional num subespaco p-dimensional de R",
=3 Vi
I

onde os V) 's sdo suas projecdes nos subespacos coordenados de dim p.

A2 = A2 + A3 + A3
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Teorema (Mandolesi 2020)

Se V é volume 2p-dimensional num subespaco p-dimensional de C",

v=> Vv,
I

onde o0s V)'s sdo suas projecdes nos subespacos coordenados de dim p.

A=A+ A,
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