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Determinantes Reais
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Significado geométrico de determinantes reais é bem conhecido.

Ex: em R2,

e1 = (1, 0)
e2 = (0, 1)

Te1 = (2, 1)
Te2 = (1,−1)

detT =
∣∣ 2 1
1 −1

∣∣ = −3

| detT | é o 2-volume (área) do paralelogramo formado por Te1 e Te2.
Equivalentemente, é o fator pelo qual T expande todas as áreas em R2.
O sinal indica a mudança de orientação.
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Vamos lembrar por que isso vale.

M(v1, . . . , vn) ∈ M(n,R) matriz com colunas v1, . . . , vn ∈ Rn.

P(v1, . . . , vn) = paralelotopo gerado por v1, . . . , vn
= {
∑p

i=1 tivi : 0 ≤ ti ≤ 1}.

V(v1, . . . , vn) = n-volume (i.e. n-dimensional) de P(v1, . . . , vn).

Transformação linear dada por M leva o hipercubo unitário P(e1, . . . , en),
gerado pela base canônica, em P(v1, . . . , vn), logo expande todos os
n-volumes de Rn por um fator V(v1, . . . , vn).

Proposição

| detM(v1, . . . , vn)| = V(v1, . . . , vn).
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Prova.

A ideia é que V tem as propriedades que caracterizam | detM|:

V(v1, . . . , vn) = 0 ⇔ vetores L.D.

V(e1, . . . , en) = 1 para a base canônica.

V(v1, . . . , vn) não depende da ordem dos vi ’s.

V(c · v1, v2, . . . , vn) = |c | · V(v1, . . . , vn).

V(v1 + vi , v2, . . . , vn) = V(v1, . . . , vn), se i ̸= 1.
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Determinantes Complexos
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Ex: em C2 = {(z1, z2) : z1, z2 ∈ C},

e1 = (1, 0) Te1 = (2 + i,
√
3)

e2 = (0, 1) Te2 = (−5i, 2− i)

detT =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 + i −5i

√
3 2− i

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 5 + 5i
√
3 = 10 ei

π
3

Significado geométrico dif́ıcil de visualizar em

C2 = {(x1 + iy1, x2 + iy2)} ∼= R4 = {(x1, y1, x2, y2)}.

Vamos tentar um exemplo com y2 = 0, para poder representar em R3.
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Ex: C2 : u = (2, 0), iu = (2i, 0), v = (4i, 3)

R4 : u = (2, 0, 0, 0), iu = (0, 2, 0, 0), v = (0, 4, 3, 0)

V(u, v) = 10 ̸= V(iu, v) = 6

V(c · v1, v2, . . . , vn) ̸= |c | · V(v1, . . . , vn) pois ·c ∈ C rotaciona. Mas
| detM(c · v1, v2, · · · , vn)| = |c | · | detM(v1, · · · , vn)|, logo | detM| ≠ V.
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Vamos interpretar o determinante complexo num exemplo simples.

Ex: em C1 = {z = x + iy} ∼= R2 = {(x , y)},

Tz = (
√
3 + i)z

detT =
√
3 + i = 2ei

π
6

TR(
x
y ) =

(√
3 −1

1
√
3

)
( xy )

detTR = 4

Note que detTR = | detT |2. Coincidência?
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Proposição

Se Z =

( z11 ··· z1n
...
. . .

...
zn1 ··· znn

)
=

( x11+iy11 ··· x1n+iy1n
...

. . .
...

xn1+iyn1 ··· xnn+iynn

)
∈ M(n,C),

e R =


x11 −y11 ··· x1n −y1n
y11 x11 ··· y1n x1n
...

...
. . .

...
...

xn1 −yn1 ··· xnn −ynn
yn1 xn1 ··· ynn xnn

 ∈ M(2n,R), então | detC Z |2 = detR R.

Prova: Vamos usar o seguinte isomorfismo de corpos:

ϕ : C → C = {
(
x −y
y x

)
: x , y ∈ R}

x + iy 7→
(
x −y
y x

)
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Se detC Z = a+ ib então

detC


(
x11 −y11
y11 x11

)
· · ·

(
x1n −y1n
y1n x1n

)
...

. . .
...(

xn1 −yn1
yn1 xn1

)
· · ·

(
xnn −ynn
ynn xnn

)
 = detC

 ϕ(z11) ··· ϕ(z1n)

...
. . .

...

ϕ(zn1) ··· ϕ(znn)


= ϕ(detC Z ) = ϕ(a+ ib) =

(
a −b
b a

)
.

Como as submatrizes comutam,

detR R = detR


x11 −y11 ··· x1n −y1n
y11 x11 ··· y1n x1n
...

...
. . .

...
...

xn1 −yn1 ··· xnn −ynn
yn1 xn1 ··· ynn xnn

 = detR
(
a −b
b a

)
= a2 + b2

= |a+ ib|2 = | detC Z |2.
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Outra maneira, equivalente à anterior pois R e R̃ diferem por um número
igual de transposições de linhas e colunas, logo detR R̃ = detR R.

Proposição

Se X =

( x11 ··· x1n
...
. . .

...
xn1 ··· xnn

)
∈ M(n,R), Y =

( y11 ··· y1n
...
. . .

...
yn1 ··· ynn

)
∈ M(n,R),

Z = X + iY =

 x11+iy11 ··· x1n+iy1n
...

. . .
...

xn1+iyn1 ··· xnn+iynn

 ∈ M(n,C), e

R̃ =
(
X −Y
Y X

)
∈ M(2n,R), então | detC Z |2 = detR R̃.

Prova: Se 1n×n é a identidade, e T = 1√
2
( 1 i1
i1 1 ) ∈ M(2n,C), então

T−1 = 1√
2

(
1 −i1

−i1 1

)
, TR̃T−1 =

(
Z 0
0 Z̄

)
,

detR R̃ = detC R̃ = detC(TR̃T−1) = (detC Z )(detC Z̄ ) = | detC Z |2.
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Corolário

| detCM(v1, . . . , vn)|2 = VR(v1, iv1, . . . , vn, ivn), onde VR é o 2n-volume
do paralelotopo P(v1, iv1, . . . , vn, ivn) em R2n.

Prova:

Z =

( z11 ··· z1n
...
. . .

...
zn1 ··· znn

)
= M(v1, . . . , vn) com vj =

( z1j

...
znj

)
=

 x1j+iy1j

...
xnj+iynj

 ∈ Cn.

Identificando Cn ∼= R2n, temos vj =


x1j
y1j

...
xnj
ynj

 e ivj =


−y1j
x1j

...
−ynj
xnj

.

Logo, R =


x11 −y11 ··· x1n −y1n
y11 x11 ··· y1n x1n
...

...
. . .

...
...

xn1 −yn1 ··· xnn −ynn
yn1 xn1 ··· ynn xnn

 = MR(v1, iv1, . . . , vn, ivn),

onde MR é a matriz formada com esses vetores vistos em R2n.

Assim, | detCM(v1, . . . , vn)|2 = detRMR(v1, iv1, . . . , vn, ivn) = VR.
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Ex:

C2 : u = (2, 0), iu = (2i, 0), v = (4i, 3), iv = (−4, 3i)

R4 : u = (2, 0, 0, 0), iu = (0, 2, 0, 0), v = (0, 4, 3, 0), iv = (−4, 0, 0, 3)

detCM(u, v) = | 2 4i
0 3 | = 6, detRMR(u, iu, v , iv) =

∣∣∣∣ 2 0 0 −4
0 2 4 0
0 0 3 0
0 0 0 3

∣∣∣∣ = 36.

V(u, iu, v , iv) = V(u, iu, v) · 3 = 36, pois iv tem altura 3 com P(u, iu, v).
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Gramiano
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Sejam v1, . . . , vp ∈ V ⊂ Rn, com dimR V = p.

M = M(v1, . . . , vp) ∈ Mn×p(R) não é quadrada, não há detM.

Sendo ⟨vi , vj⟩ = vT
i vj o produto interno, a matriz Gramiana é

G = G (v1, . . . , vp) = (⟨vi , vj⟩)p×p =

 ⟨v1,v1⟩ ··· ⟨v1,vp⟩
...

. . .
...

⟨vp,v1⟩ ··· ⟨vp,vp⟩

 = MTM.

⟨·, ·⟩ não depende da base ortonormal, logo G = NTN com N ∈ M(p,R)
formada por v1, . . . , vp decompostos em base ortonormal de V , e assim

detG = det(NTN) = (detN)2 = V(v1, . . . , vp)2.

Ex: área de paralelogramo formado por u = (3,−1, 2) e v = (−2, 2, 0),

M =
(

3 −2
−1 2
2 0

)
, G = MTM =

(
14 −8
−8 8

)
, V =

√
detG = 4

√
3.
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Sejam v1, . . . , vp ∈ V ⊂ Cn, com dimC V = p.

M = M(v1, . . . , vp) ∈ Mn×p(C).

Sendo ⟨vi , vj⟩ = v̄T
i vj o produto Hermitiano,

G = G (v1, . . . , vp) = (⟨vi , vj⟩)p×p =

 ⟨v1,v1⟩ ··· ⟨v1,vp⟩
...

. . .
...

⟨vp,v1⟩ ··· ⟨vp,vp⟩

 = M̄TM.

Proposição

detC G = VR(v1, iv1, . . . , vp, ivp).

Obs: sem quadrado, mas agora é volume 2p-dimensional.

Prova: G = N̄TN com N ∈ M(p,C) formada por v1, . . . , vp em base
ortonormal de V , e

detC G = detC(N̄
TN) = | detC N|2 = VR(v1, iv1, . . . , vp, ivp).
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Ex: em C3, sejam u = (2 + i, 0, 1 + 3i) e v = (1,−i, 1 + i).

M(u, v) =
(

2+i 1
0 −i

1+3i 1+i

)
, G = M̄TM =

(
15 6−3i

6+3i 4

)
, detC G = 15.

Logo P(u, iu, v , iv) ⊂ C3 ∼= R6 tem 4-volume VR = detC G = 15.

De fato, como vetores de R6 temos

MR(u, iu, v , iv) =

 2 −1 1 0
1 2 0 1
0 0 0 1
0 0 −1 0
1 −3 1 −1
3 1 1 1

, GR = MT
RMR =

(
15 0 6 3
0 15 −3 6
6 −3 4 0
3 6 0 4

)
,

e novamente VR(u, iu, v , iv) =
√
detR GR =

√
225 = 15.
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Álgebra Exterior de Grassmann
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Álgebra exterior
∧
Fn, onde F = R ou C, é formada por multivetores,

combinações lineares de blades v1 ∧ · · · ∧ vp, com v1, . . . , vp ∈ Fn.

Produto exterior ∧ é associativo, bilinear, e alternante:

v ∧ v = 0, logo u ∧ v = −v ∧ u para u, v ∈ Fn.

Produto interno/Hermitiano de A = u1 ∧ · · · ∧ up e B = v1 ∧ · · · ∧ vp é
⟨A,B⟩ = det

(
⟨ui , vj⟩

)
p×p

.

Dada base ortonormal (e1, . . . , en) de F
n, outra de

∧
Fn é formada por

blades ei1 ∧ · · · ∧ eip com 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n.

Proposição

∥v1 ∧ · · · ∧ vp∥ =

{
V(v1, . . . , vp) se F = R,√
VR(v1, iv1, . . . , vn, ivn) se F = C.

Prova: ∥B∥ =
√
⟨B,B⟩ =

√
det
(
⟨vi , vj⟩

)
=

√
detG .
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No caso real, v1 ∧ · · · ∧ vp é representada por P(v1, . . . , vp), mas de
forma não única: por ex., u ∧ v = (u + v) ∧ v .

Uma blade real B = v1 ∧ · · · ∧ vp é caracterizada unicamente por:

um subespaço orientado span{v1, . . . , vp};

um valor ∥B∥ dado a ele (volume, rotação, campo magnético, etc.).

Ex: Em R2, sejam u = ı̂ + 2 ȷ̂ e v = ı̂− ȷ̂.

u ∧ v = ( ı̂ + 2 ȷ̂) ∧ ( ı̂− ȷ̂) = ı̂ ∧ ı̂− ı̂ ∧ ȷ̂ + 2 ȷ̂ ∧ ı̂− 2 ȷ̂ ∧ ȷ̂ = −3 ı̂ ∧ ȷ̂.

∥u ∧ v∥ = 3 = área do paralelogramo formado por u e v .
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No caso complexo tal representação não é adequada, já que ∥B∥ ≠ V.

Ex: u = (2 + i)e1 + 7ie2 e v = e1 + (1 + 5i)e2, na base canônica
{e1, e2} de C2.

u ∧ v = (2 + i)(1 + 5i)e1 ∧ e2 + 7ie2 ∧ e1 = (−3 + 4i)e1 ∧ e2

∥u ∧ v∥ = | − 3 + 4i| = 5 ⇒ P(u, iu, v , iv) tem 4-volume 25.

detR GR(u, v) = | 54 37
37 27 | = 89 ⇒ P(u, v) tem área

√
89 ∼= 9.4.

Esse paralelogramos não representam u ∧ v de forma óbvia.
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Índice de Realidade
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Vamos relacionar conceitos complexos e reais.

∧ = produto exterior C-linear em
∧
Cn

△ = produto exterior R-linear em
∧
R2n.

Definição

O ângulo de disjunção ΥA,B entre subespaços de blades A,B ∈
∧
R2n

é definido por
∥A △ B∥ = ∥A∥∥B∥ sinΥA,B .

O volume de B contrai por um fator sinΥA,B se projetado em A⊥.
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Definição

Subespaço real U ⊂ R2n ∼= Cn tem ı́ndice de realidade

ρ(U) =
√
sinΥU,iU , onde iU = {iu : u ∈ U}.

ρ(U) mede como U falha em ser ou conter um subespaço complexo.

Ex: se U = spanR{u, v} então iU = spanR{iu, iv}, e podemos ter:

ρ(U) = 0, U é holomórfico
(é subespaço complexo)

(Se dimR U > 2, ρ(U) = 0 ⇔
U contém subespaço complexo)
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ρ(U) ̸= 0, U é puramente real
(não contém subespaço complexo)

ρ(U) = 1, U é totalmente real
(produto Hermitiano é real em U)
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Theorem (Mandolesi, 2024)

Se v1, . . . , vp ∈ Cn e U = spanR{v1, . . . , vp} ⊂ R2n,

∥v1 ∧ · · · ∧ vp∥ = ∥v1 △ · · · △ vp∥ · ρ(U).

detC G (v1, . . . , vp) = detR GR(v1, . . . , vp) · ρ(U)2.

| detCM(v1, . . . , vn)| = V(v1, . . . , vn) · ρ(U), se p = n.

Prova: ∥v1 ∧ · · · ∧ vp∥2 = V(v1, iv1, . . . , vp, ivp)
= ∥v1 △ iv1 △ · · · △ vp △ ivp∥
= ∥(v1 △ · · · △ vp) △ (iv1 △ · · · △ ivp)∥
= ∥v1 △ · · · △ vp∥ · ∥iv1 △ · · · △ ivp∥ · sinΥU,iU

= ∥v1 △ · · · △ vp∥2 · ρ(U)2

detC G (v1, . . . , vp) = ∥v1 ∧ · · · ∧ vp∥2 = ∥v1 △ · · · △ vp∥2 · ρ(U)2

= detR GR(v1, . . . , vp) · ρ(U)2

| detCM(v1, . . . , vn)|2 = detC(M̄
TM) = detC G (v1, . . . , vn)

= detR GR(v1, . . . , vn) · ρ(U)2 = V(v1, . . . , vn)2 · ρ(U)2.
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Ex: em C2, u = (2, 0) detCM(u, v) = 6

v = (4i, 3) V(u, v) = 10

Logo U = spanR{u, v} tem ρ(U) =
| detCM(u, v)|

V(u, v)
= 0.6

Na base canônica (e1, . . . , e4) de R
4,

u = 2e1 iu = 2e2,

v = 4e2 + 3e3, iv = −4e1 + 3e4

u △ v = 8e1 △ e2 + 6e1 △ e3 iu △ iv = 8e1 △ e2 + 6e2 △ e4

∥u △ v∥ =
√
82 + 62 = 10 ∥iu △ iv∥ = 10

u △ v △ iu △ iv = −36e1 △ e2 △ e3 △ e4

sinΥU,iU =
∥u △ v △ iu △ iv∥
∥u △ v∥∥iu △ iv∥

=
36

10 · 10
= 0.36 ⇒ ρ(U) =

√
0.36 = 0.6

Na base canônica (f1, f2) de C
2,

u = 2f1, v = 4if1 + 3f2, u ∧ v = 6f1 ∧ f2 ⇒ ρ(U) =
∥u ∧ v∥
∥u △ v∥

=
6

10
= 0.6
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Uma blade B = v1 ∧ · · · ∧ vp ∈
∧
Cn é caracterizada por:

um subespaço V = spanC{v1, . . . , vp} ∼= spanR{v1, iv1, . . . , vp, ivp}
(com orientação complexa, que não discutimos);

um valor ∥B∥, que é uma fração ρ(spanR{v1, . . . , vp}) do volume
V(v1, . . . , vp), e cujo quadrado é V(v1, . . . , vp, iv1, . . . , ivp).

Ex:
v ∈

∧
R2 visto como seta.

Atribui valor 2 à reta U.

ρ(U) = 1 pois iU ⊥R U.

v ∈
∧
C1 visto como seta com

sombra v △ iv de área 4.
Atribui valor

√
4 = 2 a V = C.
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Ex:

u △ v vista como paralelogramo de área ∥u △ v∥ = 3 no plano U.

Sendo rotação dele, iu △ iv também tem área 3. Mas não gira
ortogonalmente a U, e o paralelotopo 4D u △ v △ iu △ iv tem V = 4.

u ∧ v é vista como 2
3 da área de u △ v , pois ρ(U) =

√
4
3·3 = 2

3 .

Atribui valor ∥u ∧ v∥ = 2 a V = spanC{u, v} ∼= spanR{u, v , iu, iv}.
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Teoremas de Pitágoras Generalizados
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Decompondo uma p-blade B =
∑

I BI na base ortonormal
{ei1 ∧ · · · ∧ eip : 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n}, cada BI é a projeção num
subespaço coordenado de dim p, e ∥B∥2 =

∑
I ∥BI∥2. Logo:

Teorema (Conant-Beyer 1974)

Se V é volume p-dimensional num subespaço p-dimensional de Rn,

V2 =
∑
I

V2
I ,

onde os VI ’s são suas projeções nos subespaços coordenados de dim p.

A2 = A2
1 +A2

2 +A2
3
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Teorema (Mandolesi 2020)

Se V é volume 2p-dimensional num subespaço p-dimensional de Cn,

V =
∑
I

VI ,

onde os VI ’s são suas projeções nos subespaços coordenados de dim p.

A = A1 +A2
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Referências
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