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Definigbes iniciais

Definicao
Uma espaco vetorial A é chamado de algebra, se A é munido com
uma operagao x, tal que paratodo a, b, c € Ae todo a € K:
(i) (a+tb) xc=ax*xc+bx*c;
(i) ax (b+c)=a*xb +ax*c;
(iii) a(a*b) = (xa) x b =a * (ac).

A algebra A pode ser dita:
@ comutativa
@ associativa
@ com unidade
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Exemplos:

(1) O conjunto M,(K) das matrizes n x n com entradas em um
corpo K é uma algebra associativa com unidade que nao é
comutativa para n > 2. A sua unidade € a matriz identidade /,.
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Exemplos:

(1) O conjunto M,(K) das matrizes n x n com entradas em um
corpo K é uma algebra associativa com unidade que nao é
comutativa para n > 2. A sua unidade € a matriz identidade /,.

(2) O espaco vetorial K[x] dos polindbmios na variavel x com
coeficientes em K, munido do produto usual de polinémios, é
uma algebra associativa, comutativa com unidade.
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Definicao

Dizemos que A é uma algebra de Lie se, para cada a, b, c € A, vale
(i) aa =0, (propriedade anticomutativay;
(ii)y (ab)c + (bc)a + (ca)b = 0, (identidade de Jacobi).

Definimos o comutador de Lie por:

[]:AxA — A
(a,b) — ab-—ba
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Definicao

Uma algebra L sobre um corpo K é chamada algebra de Leibniz se
satisfaz a seguinte identidade, chamada de identidade de Leibniz:

(xy)z=(x2)y + x(yz),V x,y,z€ L

Exemplo:
Seja L uma algebra bidimensional com uma base {x, y} e o produto
dado da seguinte forma:

y=xy=0,yx=yexx=y.

Entao L é uma algebra de Leibniz, mas ndo é uma algebra de Lie.
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Definicao

Seja X = {x1, X2, X3, ...} um conjunto infinito € enumeravel e D(X) a
algebra livre de Leibniz, livremente gerada por X. Dizemos que um
um polinbmio

f=1f(x,...,Xn) € D(X)

€ uma identidade polinomial para a algebra de Leibniz L, se

f(ai,...,a,) = 0, para quaisquer ay, ..., a, € L.

A
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Definicao

Seja X = {x1, X2, X3, ...} um conjunto infinito € enumeravel e D(X) a
algebra livre de Leibniz, livremente gerada por X. Dizemos que um
um polinbmio

f=1f(x,...,Xn) € D(X)

€ uma identidade polinomial para a algebra de Leibniz L, se

f(ai,...,a,) = 0, para quaisquer ay, ..., a, € L.

A

Exemplos:

(1) O polindémio f(x1, X2, X3) = (X1X2)X3 — X1(X2X3) € identidade
polinomial para toda algebra associativa.

i (2) O polindmio f(x1, X2) = X1 X2 — X2X1 € uma identidade polinomial

%' para toda algebra comutativa.
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Definicao

Um ideal / de D(X) é chamado de T-ideal se é invariante por todos
os endomorfismos de D(X).

O conjunto T(A) das identidades polinomiais de uma algebra é um
T-ideal.
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Definicao
Seja {ey, e, 3} base de L. Definimos as algebras RRy e RR> como
os produtos nos elementos da base, dados por:

RRy : eje3 = —2e1, exer = €1, €263 = —€p, €362 = Ep; (1)
RR; : eje3 = aeq1,E63 = —€p, €362 = €3, COM a € K. (2)

e os demais produtos sao iguais a zero.

A
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Definicao
Um polinémio f é dito:
@ homogéneo em x; se todos 0s seus mondémios tém o mesmo

grau em Xx;;
@ multihomogéneo quando é homogéneo em todas as variaveis;
@ multilinear se € multihomogéneo com multigrau (1,1,...,1).
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&
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Definicao
Um polinémio f é dito:
@ homogéneo em x; se todos 0s seus mondémios tém o mesmo

grau em Xx;;
@ multihomogéneo quando é homogéneo em todas as variaveis;
@ multilinear se € multihomogéneo com multigrau (1,1,...,1).
W
Exemplos:

(1) O polinémio f(x1, X2, X3) = ((x1X2)X2) X3 + (((X1X1)X2)X2) X3 €
homogéneo em x> € x3.

(2) O polindmio f(x1, X2, X3) = (X1 X1 X2)XoX3 + (X1 X2 X2) X3X1. €
multihomogéneo de multigrau (2, 2, 1)

(8) O polindmio f(x1, X2) = X1 X2 — XoX; € multilinear.

& 2
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Polindbmio multilinear de grau 3 na algebra livre de Leibniz:

9(x1, X2, X3) = 1 (X1X2) X3 + n2(X1X3) X2 + 3 (X2 X1) X3
+ na(XeX3)X1 + 15(X3X1) X2 + 16 (X3 X2) X1
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As algebras RR; e RR> nao possuem identidades multilineares de
grau 2.
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Para RR,, temos:

@ A algebra RR; nao possui identidades multilineares de grau 3;
Identidades polinomiais encontradas até agora:

@ O polindmio (x1x2)(X3Xa)(XsX6) ;

@ O polindmio (x; o X2)(X3X4);

@ O polindmio (x1X2)(XaX4) — (XaXa)(X1X2);

e O polinémio (X1 X2X5)(X3X4) = (X1 X2)(X3X4X5).
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Definicao

Definimos o polinémio standard de Leibniz de grau 3 da seguinte
forma:

Sa(x1,%2,X3) = Y (—1)7 (Xo(1)Xo(2)) Xo(3)
0cES;

= (X1X2)X3 — (X1X3)X2 + (X2X1)X3
— (X2X3)X1 + (X3X1) X2 — (X3X2)Xy
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Para RR,, temos:

@ RAR, possui identidade multilinear de grau 3 e toda identidade de
grau 3, é um multiplo da Standard Sz;

@ RR, possui a identidade metabeliana (x1x2)(X3x4) como
identidade polinomial;

@ O polinbmio definido como

Z (=1)7(=1)" (X (1) X (3)) X0 (2)) Xr(a) = )?1)?2)?3)?4

o€8,{1,2}
7632{3,4}
ddid € uma identidade polinomial para RR.. %
:Wi ; ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Seja K um corpo de caracteristica 0. Entao
(1) T(RR:) = (Ss, (x1X2)(X3Xa), s XoXaXa) T
(2) Uma base de Pm#’("ﬂﬂz), para m > 4, é dada por

XoX3X1X4 - - - Xm
@ § X1 XaXj -+ Xj,,_,
XaXt Xy Xy,

ondeji <...<jpmo€a=2,...,m.
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Obrigada!
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