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Definições iniciais

Definição

Uma espaço vetorial A é chamado de álgebra, se A é munido com
uma operação ∗, tal que para todo a, b, c ∈ A e todo α ∈ K:

(i) (a+b) ∗ c = a ∗ c + b ∗ c;
(ii) a ∗ (b+c) = a ∗ b + a ∗ c;
(iii) α(a ∗ b) = (αa) ∗ b = a ∗ (αc).

A álgebra A pode ser dita:
comutativa
associativa
com unidade
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Exemplos:
(1) O conjunto Mn(K) das matrizes n × n com entradas em um

corpo K é uma álgebra associativa com unidade que não é
comutativa para n ≥ 2. A sua unidade é a matriz identidade In.

(2) O espaço vetorial K[x ] dos polinômios na variável x com
coeficientes em K, munido do produto usual de polinômios, é
uma álgebra associativa, comutativa com unidade.
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Definição

Dizemos que A é uma álgebra de Lie se, para cada a, b, c ∈ A, vale
(i) aa = 0, (propriedade anticomutativa);
(ii) (ab)c + (bc)a + (ca)b = 0, (identidade de Jacobi).

Definimos o comutador de Lie por:

[, ] : A × A −→ A
(a,b) 7→ ab − ba
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Definição

Uma álgebra L sobre um corpo K é chamada álgebra de Leibniz se
satisfaz a seguinte identidade, chamada de identidade de Leibniz:

(xy)z = (xz)y + x(yz),∀ x , y , z ∈ L

Exemplo:
Seja L uma álgebra bidimensional com uma base {x , y} e o produto
dado da seguinte forma:

yy = xy = 0, yx = y e xx = y .

Então L é uma álgebra de Leibniz, mas não é uma álgebra de Lie.
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Definição

Seja X = {x1, x2, x3, . . .} um conjunto infinito e enumerável e D(X ) a
álgebra livre de Leibniz, livremente gerada por X . Dizemos que um
um polinômio

f = f (x1, . . . , xn) ∈ D(X )

é uma identidade polinomial para a álgebra de Leibniz L, se

f (a1, . . . ,an) = 0, para quaisquer a1, . . . ,an ∈ L.

Exemplos:

(1) O polinômio f (x1, x2, x3) = (x1x2)x3 − x1(x2x3) é identidade
polinomial para toda álgebra associativa.

(2) O polinômio f (x1, x2) = x1x2 − x2x1 é uma identidade polinomial
para toda álgebra comutativa.
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Definição

Um ideal I de D(X ) é chamado de T-ideal se é invariante por todos
os endomorfismos de D(X ).

O conjunto T(A) das identidades polinomiais de uma álgebra é um
T-ideal.
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Definição

Seja {e1,e2,e3} base de L. Definimos as álgebras RR1 e RR2 como
os produtos nos elementos da base, dados por:

RR1 : e1e3 = −2e1, e2e2 = e1, e2e3 = −e2, e3e2 = e2; (1)
RR2 : e1e3 = αe1,e2e3 = −e2, e3e2 = e2, com α ∈ K. (2)

e os demais produtos são iguais a zero.
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Definição

Um polinômio f é dito:
homogêneo em xi se todos os seus monômios têm o mesmo
grau em xi ;
multihomogêneo quando é homogêneo em todas as variáveis;
multilinear se é multihomogêneo com multigrau (1,1, . . . ,1).

Exemplos:
(1) O polinômio f (x1, x2, x3) = ((x1x2)x2)x3 + (((x1x1)x2)x2)x3 é

homogêneo em x2 e x3.
(2) O polinômio f (x1, x2, x3) = (x1x1x2)x2x3 + (x1x2x2)x3x1. é

multihomogêneo de multigrau (2, 2, 1)
(3) O polinômio f (x1, x2) = x1x2 − x2x1 é multilinear.
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Polinômio multilinear de grau 3 na álgebra livre de Leibniz:

g(x1, x2, x3) = η1(x1x2)x3 + η2(x1x3)x2 + η3(x2x1)x3

+ η4(x2x3)x1 + η5(x3x1)x2 + η6(x3x2)x1
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As álgebras RR1 e RR2 não possuem identidades multilineares de
grau 2.
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Para RR1, temos:

A álgebra RR1 não possui identidades multilineares de grau 3;

Identidades polinomiais encontradas até agora:

O polinômio (x1x2)(x3x4)(x5x6) ;

O polinômio (x1 ◦ x2)(x3x4);

O polinômio (x1x2)(x3x4)− (x3x4)(x1x2);

O polinômio (x1x2x5)(x3x4)− (x1x2)(x3x4x5).
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Definição

Definimos o polinômio standard de Leibniz de grau 3 da seguinte
forma:

S3(x1, x2, x3) =
∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1)xσ(2))xσ(3)

= (x1x2)x3 − (x1x3)x2 + (x2x1)x3

− (x2x3)x1 + (x3x1)x2 − (x3x2)x1
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Para RR2, temos:

RR2 possui identidade multilinear de grau 3 e toda identidade de
grau 3, é um múltiplo da Standard S3;

RR2 possui a identidade metabeliana (x1x2)(x3x4) como
identidade polinomial;

O polinômio definido como∑
σ∈S2{1,2}
τ∈S2{3,4}

(−1)σ(−1)τ ((xσ(1)xτ(3))xσ(2))xτ(4) := x̃1
˜̃x2x̃3

˜̃x4

é uma identidade polinomial para RR2.
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Seja K um corpo de caracterı́stica 0. Então

(1) T (RR2) = ⟨S3, (x1x2)(x3x4), x̃1
˜̃x2x̃3

˜̃x4⟩T

(2) Uma base de Pm
Pm∩Id(RR2)

, para m ≥ 4, é dada por


x2x3x1x4 · · · xm

x1xaxj1 · · · xjm−2

xax1xj1 · · · xjm−2

onde j1 < . . . < jm−2 e a = 2, . . . ,m.
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