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Sistemas diferenciais exteriores e distribuicoes suaves
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Definicao

Sejam M uma variedade suave e I < N*(M) um ideal com
respeito ao produto exterior. Dizemos que I é um sistema
diferencial exterior (SDE), ou ideal diferencial, se dI c I.
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Definicao

Sejam M uma variedade suave e I < N*(M) um ideal com
respeito ao produto exterior. Dizemos que I é um sistema
diferencial exterior (SDE), ou ideal diferencial, se dI c 1.

Notacoes
@ 7K é 0 C*®(M)-mbdulo das k-formas contidas em T;

® /K = Upem I é o subfibrado vetorial gerado pelas
k-formas em 7%;

@ / é geralmente utilizado para denotar /.
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Definicao

Uma distribuicao suave de dimenséo r € um subfibrado
vetorial F = Upemy Fp < TM tal que dimFp, = r para todo
pe M.
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Definicao

Uma distribuicao suave de dimenséo r € um subfibrado
vetorial F = Upemy Fp < TM tal que dimFp, = r para todo
pe M.

Notacoes

@ Denotamos
¥ = Ann(l),

se | ¢ T*M é o subfibrado vetorial tal que
IP = {wp € T;;kM | a)p(ép) = Ozvép € Dp}/
e vice-versa ¥ — TM é o subfibrado vetorial tal que

Dp = {épe ToM | wp(ép) = 0,Vawp € Ip}.
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Ideais algebricamente gerados

@ Denotamos com
{w!, ..., 0%} ag = N*(M),

o ideal minimal que contém {a)1, ...,@°}. Um ideal dessa
forma é dito algebricamente gerado por {«', ..., »%};
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Ideais algebricamente gerados

@ Denotamos com
{w!, ..., 0%} ag = N*(M),

o ideal minimal que contém {a)1, ...,@°}. Um ideal dessa
forma é dito algebricamente gerado por {«', ..., »%};

@ Denotamos com
{0)1, .. .,a)s}d,-ff _ /\*(M),

o ideal minimal que contém {«', ..., w"} e os diferenciais
exteriores destas formas, i.e. é o ideal diferencial minimal
que contém {w',..., w}. Os ideais diferenciais algebrica-
mente gerados por 1-formas sdo chamados de sistemas
Pfaffianos.
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Derivadas

@ A primeira derivada de um subfibrado vetorial I c T*M é o
subfibrado vetorial denotado com /(") e definido da seguinte
maneira

IV = {wel| dwe Iy},

A derivada k + 1-ésima de / é definida por
JH) o (00) (),
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Derivadas

@ A primeira derivada de um subfibrado vetorial I c T*M é o
subfibrado vetorial denotado com /(") e definido da seguinte
maneira

IV = {wel| dwe Iy},

A derivada k + 1-ésima de / é definida por
JH) o (00) (),

@ A primeira derivada de um subfibrado vetorial ¥ ¢ TM é o
subfibrado vetorial denotado com F (1) e definido da seguinte
maneira

FO = F +[F, 7],

A derivada k + 1-ésima de / é definida por
gt — (RN,

Propriedade
Se F = Ann(/) entdo ¥ = Ann(1).
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Variedades integrais

@ Uma variedade integral de uma distribuicao ¥ = Ann(/) é
uma subvariedade imersa N < M tal que T,N c Fp, i.e. 0
pullback pela incluséo satisfaz iji(/) = {0}. Alem disto, N é
chamada de variedade integral maximal se dim N = dim F;
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Variedades integrais

@ Uma variedade integral de uma distribuicao ¥ = Ann(/) é
uma subvariedade imersa N < M tal que T,N c Fp, i.e. 0
pullback pela incluséo satisfaz iji(/) = {0}. Alem disto, N é
chamada de variedade integral maximal se dim N = dim F;

@ Uma variedade integral de um SDE 7 é uma subvariedade
imersa N ¢ M tal que iy(1) = {0};

@ Uma distribuicao é completamente integravel se em todo ponto
p € M existe uma variedade integral maximal que contém p.

Teorema de Frobenius
Sao equivalentes

@ 7 = Ann(/) é completamente integravel;
Q 7 éinvolutiva, ie. 7 = 7;
Q@ /=1
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Sistemas Darboux integraveis
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Sistemas decomponiveis
Definicao
Um SDE 1 é um sistema decomponivel de tipo [r, s] se exis-
tem subfibrados vetoriais 1,1 tais que
@) T*M=T+1;

(b) I é algebricamente gerado pelas formas em | = 11, A2], A2];

(c) r é a codimensao de | em1es é acodimensédo de | em]1,
respectivamente.
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Sistemas decomponiveis
Definicao
Um SDE T é um sistema decomponivel de tipo [r, s] se exis-
tem subfibrados vetoriais I, | tais que
@) T*M=T+1;
(b) I é algebricamente gerado pelas formas em | = 11, A2], A2];

(c) r é a codimensao de | em1es é acodimensédo de | em]1,
respectivamente.

Definicao
Uma distribuigao suave A é um decomponivel de tipo [s, r] se
existem duas subdistribuicbes suaves A, A c A tais que
(@) A=A@A;
b) [A,A]c A;
(c) s=dimA er =dimA.
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Exemplo
Um exemplo de sistema decomponivel de tipo [2,2] é o
SDE
I = {du — pdx — qdy,dp A dx,dq A dy}ayg,

sobre R® com coordenadas x, y, u, p, g.
De fato, considerando

1= {dx,du— pdx — qdy,dp}, 1= {dy,du— pdx— qdy,dq},

temos que

I=1(T = {du— pdx — gdy}.
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Sistemas Darboux integraveis

Definicao

Um sistema decomponivel I tal que T*M = 1+ 1 é Darboux
integravel se

() 19 N7 = {0} ;
(b) 1) +T=T+1) = T*M

11/23



Sistemas Darboux integraveis

Definicao

Um sistema decomponivel I tal que T*M =1 + | é Darboux
integravel se

() 191 = {0} ;
(b) 1) +T=T+1) = T*M

Definicao

Uma distribuicdo decomponivel A = A @ A é Darboux integravel
se

(a) A é completamente néo integravel, i.e. A(*) = TM;

(b) A)NA=ANA® = {0}.

A\
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Exemplo
O sistema decomponivel de tipo [2, 2]

I = {du— pdx — qdy,dp A dx,dq A dy}aq,

é Darboux integravel.
De fato, considerando

1= {dx, du— pdx — qdy,dp}, 1= {dy,du— pdx — qdy, dg},

temos que A )
1) = 1) = {dx, dp},

1) = 1) = {dy, dg}.
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Teorema

Sejam A, VA,A distribuicoes sobre uma variedade suave M tais
que A = A@A. Se denotarmos A = Ann(l), A = Ann(l), I =Inle
I = Iy, entdo A = Ann(/) e as seguintes equivaléncias sao validas

(i) A é decomponivel de tipo [r, s] se e sé se I é um sistema
decomponivel de tipo [s, r];

(i) A é Darboux integravel se e s6 se I € Darboux integravel.
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Teorema

Sejam A, A, A distribuicées sobre uma variedade suave M tais
que A = A®A. Se denotarmos A = Ann(l), A = Ann(l), I =1nle
I = Iy, entdo A = Ann(/) e as seguintes equivaléncias sao validas

(i) A é decomponivel de tipo [r, s] se e sé se I é um sistema
decomponivel de tipo [s, r];

(i) A é Darboux integravel se e s6 se I € Darboux integravel.

Teorema
Seja 7 um SDE decomponivel de tipo [s, r] sobre uma varie-
dade suave M. Se A = Ann(]) e A = Ann(]), entdo as seguintes
propriedades sao validas
(i) A distribuicio A = A @ A é decomponivel de tipo [r, s];

(i) Se I é Darboux integravel entdo A = A @ A é Darboux
integravel.
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Distribuicdes de Vessiot e Algebras de Vessiot
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Definicao
As distribuicoes de Vessiot de um sistema Darboux in-
tegravel A = A @ A, sdo as restricoes

("\/: A|N’ (\VZ A|KI'

onde N e N séo as variedades integrais maximais de A(®) e
A®) | respectivamente.

v
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Definicao
As distribuicoes de Vessiot de um sistema Darboux in-
tegravel A = A @ A, sdo as restricoes

("\/: A|N’ (\VZ A|KI'

onde N e N séo as variedades integrais maximais de A(®) e

A®) | respectivamente.

v

Existéncia de bases comutantes

Seja A= A @ A um sistema DarAboux integravel. Entao,
existem {U;} e {Up} bases locais de A e A, respectivamente,
tais que [U;, Up] = 0 para quaisquer i, h.

15/23



Teorema(Anderson, Fels, Vassiliou - 2009)

Sejam A = A@® A um sistema Darboux integravel e K =
A M A®) | Entéo, existem {S;} e {S;} bases locais de K,
obtidas a partir dos comutadores de {U;} e {U,} do teorema
anterior, que satisfazem as seguintes propriedades

i. [\AS,', é/] = O;
ii. [-.AS,', S'/] = C,Ij(ék e [é,‘, -.VS]] = C:ék
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Teorema(Anderson, Fels, Vassiliou - 2009)

Sejam A = A@® A um sistema Darboux integravel e K =
A M Al®) | Entdo, existem {S;} e {S;} bases locais de K,
obtidas a partir dos comutadores de {U;} e {U,} do teorema
anterior, que satisfazem as seguintes propriedades

A algebra de Lie com constantes de estrutura C{; € chamada

de algebra de Vessiot de A.
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Teorema (Anderson, Fels, Vassilou - 2009)

Seja 7 um sistema Darboux integravel sobre uma varie-
dade M. Entao, existem sistemas Pfaffianos W; e W, sobre
variedades suaves M; e Mo, respectivamente, e um grupo de
Lie G de simetrias finitas agindo sobre M; e M, tais que, lo-
calmente,

Q M = MixMo/diag(G);
Q I = (n{(W1)+m3(W2))/diag(G), onde W; = Wi/g;

O A aplicagdo quociente g: My x Mo — M da agéo
diagonal diag(G) satisfaz

q*(7) < (m§(Wh) + 13(W2)),

i.e. g € uma formula de superposicao.
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Equacgdes Darboux integraveis
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Considerando uma EDP
F:()(/J// LI/ LIX/ L[y; L[XX/ L/xy/ L{yy) = ()/
hiperbdlica, i.e. F5  — 4Fy, Fy, > 0, temos a seguinte

Proposicao

Em todo prolongamento &" de uma equagéo hiperbélica
& = {F = 0} a distribuicio de Cartan C"?2(&) é uma
distribuicao decomponivel, que se decompde em

Ch+2(8) — Ah @ Ah,

com dim A" = dim Ah = 2.
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Considerando uma EDP
F:()(/J// LI/ LIX/ L[y/ L[XX/ L/xy/ L{yy) = ()/
hiperbdlica, i.e. F5  — 4Fy, Fy, > 0, temos a seguinte

Proposicao

Em todo prolongamento &" de uma equagéo hiperbélica
& = {F = 0} a distribuicio de Cartan C"?2(&) é uma
distribuicao decomponivel, que se decompde em

Ch+2(8) — Ah @ Ah,

com dim A" = dim Ah = 2.

Definicao

Uma equacao hiperbolica é Darboux integravel no nivel
h+2, comh >0, se C'*?(&) é Darboux integravel.
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Sobre a equacao de Liouville
& = {uy = €'},
a distribuicao de Cartan se decompde em
C2(&) =A@A,
onde

A =(Xy = 0X + UxOU + Uxx Uy + €“0Uy, Xo = Uy,

e é Darboux integravel. De fato

A(OO) :<6X + Uxau + UXXaUX + eUaUy’ aU/ aLIX/ aLIXX>I
A =3y + uyou + e“duy + uyyduy, du, duy, duyyd,

e A A A — A ~ K69 — {0}
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Além disto, temos que

& = P(m)xL(m2)/diag(sL(2)), € C?(E) = C*(m)@C(m2)/diag(SL(2)),

onde 71, m2: R?2 — R sdo dados por m1(x,a) = x, ma(y,b) = y.
De fato, considerando os terceiros prolongamentos dos geradores
infinitesimais da agao diagonal

Zy = 0da+ 0b,

Zo = ata+ aj0a; + a»0as + azdas + 0b + b10by + ba0bo + bsdbs,

Zy = &20a+2aajoa + 2(& + aap)da + 2(2a1a, + & + aas)das
4 B20b + 2bbydby + 2(b? + bby)dby + 2(2by by + b2 + bbs)dbs

a aplicagcdo quociente é dada por
(7()(1 aay, a, EES/J// t) 131/ tzZr £13) =
— (x,y,u=In (202553, Dy(u), Dy (), D3(u), D3(u)).
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