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Sistemas diferenciais exteriores e distribuições suaves
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Definição
Sejam M uma variedade suave e I � Λ�pMq um ideal com

respeito ao produto exterior. Dizemos que I é um sistema
diferencial exterior (SDE), ou ideal diferencial, se dI � I.

Notações

I
k é o C8pMq-módulo das k -formas contidas em I;

Ik �
�

pPM Ik
p é o subfibrado vetorial gerado pelas

k -formas em Ik ;

I é geralmente utilizado para denotar I1.
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Definição
Uma distribuição suave de dimensão r é um subfibrado

vetorial F �
�

pPM Fp � TM tal que dimFp � r para todo
p P M.

Notações

Denotamos
F � AnnpIq,

se I � T �M é o subfibrado vetorial tal que

Ip � tωp P T �
p M | ωppξpq � 0,@ξp P Dpu,

e vice-versa F � TM é o subfibrado vetorial tal que

Dp � tξp P TpM | ωppξpq � 0,@ωp P Ipu.
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Ideais algebricamente gerados

Denotamos com

tω1, . . . , ωsualg � Λ�pMq,

o ideal minimal que contém tω1, . . . , ωsu. Um ideal dessa
forma é dito algebricamente gerado por tω1, . . . , ωsu;

Denotamos com

tω1, . . . , ωsudiff � Λ�pMq,

o ideal minimal que contém tω1, . . . , ωsu e os diferenciais
exteriores destas formas, i.e. é o ideal diferencial minimal
que contém tω1, . . . , ωsu. Os ideais diferenciais algebrica-
mente gerados por 1-formas são chamados de sistemas
Pfaffianos.
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Derivadas

A primeira derivada de um subfibrado vetorial I � T�M é o
subfibrado vetorial denotado com Ip1q e definido da seguinte
maneira

Ip1q � tω P I | dω P Ialgu,

A derivada k � 1-ésima de I é definida por

Ipk�1q
� pIpkqqp1q;

A primeira derivada de um subfibrado vetorial F � TM é o
subfibrado vetorial denotado com F p1q e definido da seguinte
maneira

F
p1q
� F � rF ,F s ,

A derivada k � 1-ésima de I é definida por

F
pk�1q

� pF pkqqp1q.

Propriedade
Se F � AnnpIq então F pkq � AnnpIpkqq.
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Variedades integrais

Uma variedade integral de uma distribuição F � AnnpIq é
uma subvariedade imersa N � M tal que TpN � Fp, i.e. o
pullback pela inclusão satisfaz i�NpIq � t0u. Além disto, N é
chamada de variedade integral maximal se dimN � dimF ;

Uma variedade integral de um SDE I é uma subvariedade
imersa N � M tal que i�N pIq � t0u;

Uma distribuição é completamente integrável se em todo ponto
p P M existe uma variedade integral maximal que contém p.

Teorema de Frobenius
São equivalentes

1 F � AnnpIq é completamente integrável;

2 F é involutiva, i.e. F p1q � F ;

3 Ip1q � I.
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uma subvariedade imersa N � M tal que TpN � Fp, i.e. o
pullback pela inclusão satisfaz i�NpIq � t0u. Além disto, N é
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Sistemas Darboux integráveis
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Sistemas decomponı́veis

Definição
Um SDE I é um sistema decomponı́vel de tipo rr , ss se exis-

tem subfibrados vetoriais Î, Ǐ tais que

(a) T�M � Î � Ǐ ;

(b) I é algebricamente gerado pelas formas em I � Î
�

Ǐ,Λ2 Î,Λ2 Ǐ ;

(c) r é a codimensão de I em Î e s é a codimensão de I em Ǐ,
respectivamente.

Definição
Uma distribuição suave ∆ é um decomponı́vel de tipo rs, r s se

existem duas subdistribuições suaves ∆̂, ∆̌ � ∆ tais que

(a) ∆ � ∆̂` ∆̌;

(b) r∆̂, ∆̌s � ∆;

(c) s � dim ∆̂ e r � dim ∆̌.
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Exemplo
Um exemplo de sistema decomponı́vel de tipo r2,2s é o

SDE
I � tdu � pdx � qdy ,dp ^ dx ,dq ^ dyualg ,

sobre R5 com coordenadas x , y ,u,p,q.
De fato, considerando

Î � tdx ,du � pdx � qdy ,dpu, Ǐ � tdy ,du � pdx � qdy ,dqu,

temos que

I � Î
£

Ǐ � tdu � pdx � qdyu.
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Sistemas Darboux integráveis

Definição

Um sistema decomponı́vel I tal que T�M � Î � Ǐ é Darboux
integrável se

(a) Îp8q
�

Ǐp8q � t0u ;

(b) Îp8q � Ǐ � Î � Ǐp8q � T�M

Definição

Uma distribuição decomponı́vel ∆ � ∆̂` ∆̌ é Darboux integrável
se

(a) ∆ é completamente não integrável, i.e. ∆p8q � TM;

(b) ∆̂p8q
�

∆̌ � ∆̂
�

∆̌p8q � t0u.
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Exemplo
O sistema decomponı́vel de tipo r2,2s

I � tdu � pdx � qdy ,dp ^ dx ,dq ^ dyualg ,

é Darboux integrável.
De fato, considerando

Î � tdx ,du � pdx � qdy ,dpu, Ǐ � tdy ,du � pdx � qdy ,dqu,

temos que
Îp8q � Îp1q � tdx ,dpu,

e
Ǐp8q � Ǐp1q � tdy ,dqu.
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Teorema
Sejam ∆, ∆̂, ∆̌ distribuições sobre uma variedade suave M tais

que ∆ � ∆̂` ∆̌. Se denotarmos ∆̂ � Annp̂Iq, ∆̌ � Annp̌Iq, I � ÎX Ǐ e
I � Idiff , então ∆ � AnnpIq e as seguintes equivalências são válidas

(i) ∆ é decomponı́vel de tipo rr , ss se e só se I é um sistema
decomponı́vel de tipo rs, r s;

(ii) ∆ é Darboux integrável se e só se I é Darboux integrável.

Teorema
Seja I um SDE decomponı́vel de tipo rs, r s sobre uma varie-

dade suave M. Se ∆̂ � Annp̂Iq e ∆̌ � Annp̌Iq, então as seguintes
propriedades são válidas

(i) A distribuição ∆ � ∆̂` ∆̌ é decomponı́vel de tipo rr , ss;

(ii) Se I é Darboux integrável então ∆ � ∆̂` ∆̌ é Darboux
integrável.
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Distribuições de Vessiot e Álgebras de Vessiot

14 / 23



Definição
As distribuições de Vessiot de um sistema Darboux in-

tegrável ∆ � ∆̂` ∆̌, são as restrições

V̂ � ∆̂|N̂ , V̌ � ∆̌|Ň ,

onde N̂ e Ň são as variedades integrais maximais de ∆̂p8q e
∆̌p8q, respectivamente.

Existência de bases comutantes
Seja ∆ � ∆̂ ` ∆̌ um sistema Darboux integrável. Então,

existem tÛiu e tǓhu bases locais de ∆̂ e ∆̌, respectivamente,
tais que rÛi , Ǔhs � 0 para quaisquer i ,h.
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Teorema(Anderson, Fels, Vassiliou - 2009)

Sejam ∆ � ∆̂ ` ∆̌ um sistema Darboux integrável e K �
∆̂p8q

�
∆̌p8q . Então, existem tŜiu e tŠju bases locais de K ,

obtidas a partir dos comutadores de tÛlu e tǓhu do teorema
anterior, que satisfazem as seguintes propriedades

i. rŜi , Šj s � 0;

ii. rŜi , Ŝj s � Ck
ij Ŝk e rŠi , Šj s � Ck

ij Šk .

Definição

A álgebra de Lie com constantes de estrutura Ck
ij é chamada

de álgebra de Vessiot de ∆.
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Teorema (Anderson, Fels, Vassilou - 2009)
Seja I um sistema Darboux integrável sobre uma varie-

dade M. Então, existem sistemas Pfaffianos W1 e W2 sobre
variedades suaves M1 e M2, respectivamente, e um grupo de
Lie G de simetrias finitas agindo sobre M1 e M2 tais que, lo-
calmente,

1 M � M1�M2{diagpGq;

2 I � pπ�1 pW1q�π
�

2 pW2qq{diagpGq, ondeWi � Wi{G;

3 A aplicação quociente q : M1 � M2 Ñ M da ação
diagonal diagpGq satisfaz

q�pIq � pπ�1pW1q � π
�
2pW2qq,

i.e. q é uma fórmula de superposição.
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Equações Darboux integráveis

18 / 23



Considerando uma EDP

F px , y ,u,ux ,uy ,uxx ,uxy ,uyy q � 0,

hiperbólica, i.e. F 2
uxy

� 4Fuxx Fuyy ¡ 0, temos a seguinte

Proposição

Em todo prolongamento Eh de uma equação hiperbólica
E � tF � 0u a distribuição de Cartan Ch�2pEq é uma
distribuição decomponı́vel, que se decompõe em

C
h�2pEq � ∆̂h ` ∆̌h,

com dim ∆̂h � dim ∆̌h � 2.

Definição
Uma equação hiperbólica é Darboux integrável no nı́vel
h � 2, com h ¥ 0, se Ch�2pEq é Darboux integrável.
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Sobre a equação de Liouville

E � tuxy � euu,

a distribuição de Cartan se decompõe em

C
2pEq � ∆̂` ∆̌,

onde

∆̂ �xX̂1 � Bx � uxBu � uxxBux � euBuy , X̂2 � Buxxy,

∆̌ �xX̌1 � By � uyBu � euBux � uyyBuy , X̌2 � Buyyy,

e é Darboux integrável. De fato

∆̂p8q �xBx � uxBu � uxxBux � euBuy , Bu, Bux , Buxxy,

∆̌p8q �xBy � uyBu � euBux � uyyBuy , Bu, Buy , Buyyy,

e ∆̂p8q X ∆̌ � ∆̂X ∆̌p8q � t0u.
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Além disto, temos que

E � J3pπ1q�J3pπ2q{diagpSLp2qq, e C2pEq � C
3pπ1q`C

3pπ2q{diagpSLp2qq,

onde π1, π2 : R2 Ñ R são dados por π1px ,aq � x , π2py ,bq � y .
De fato, considerando os terceiros prolongamentos dos geradores
infinitesimais da ação diagonal

Z1 � Ba � Bb,
Z2 � aBa � a1Ba1 � a2Ba2 � a3Ba3 � Bb � b1Bb1 � b2Bb2 � b3Bb3,

Z3 � a2Ba � 2aa1Ba1 � 2pa2
1 � aa2qBa2 � 2p2a1a2 � a2

2 � aa3qBa3

� b2Bb � 2bb1Bb1 � 2pb2
1 � bb2qBb2 � 2p2b1b2 � b2

2 � bb3qBb3

a aplicação quociente é dada por

qpx ,a,a1,a2,a3, y ,b,b1,b2,b3q �

� px , y ,u � ln
�

2 a1b1
pa�bq2

	
,Dxpuq,Dy puq,D2

x puq,D
2
y puqq.
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[5] T. A. Ivey, J. M. Landsberg. Cartan for beginners: differential geo-
metry via moving frames and exterior differential systems. Vol. 175.
Providence: American Mathematical Society, 2016.
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