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Abstract

O ponto de partida para este minicurso é a seguinte pergunta: Qual é a influéncia da
validade ou nao da Hipotese do Continuo na matematica nossa do dia-a-dia, por exemplo
na Andlise e na Topologia da Reta ? Apesar de parecer distante das preocupagoes
cotidianas de um algebrista, de um gedmetra ou de um analista, a Hipétese do Continuo
pode sim restringir (e, em outros casos, possibilitar) a aparigdo de vérios fenémenos nas
mais diversas areas da matematica — mesmo aquelas que supostamente estariam deveras
distantes desse tipo de preocupacio, muitas vezes desconsideradas! pelos mateméaticos
mais dentro do establishment por serem “questoes de cunho filoséfico” (?777111777). Por
exemplo, considere as seguintes trés perguntas (no que segue, N; denota o primeiro
cardinal ndo-enumerdvel).

e Um espago topoldgico normal e separavel pode ter um fechado e discreto de
tamanho N; 7

e Considere uma familia F de fungdes inteiras (i.e., analiticas em todo o plano
complexo) que seja tal que, para todo complexo z € C, o conjunto de valores dado
por {f(z): f € F} é enumerdvel. Nessas condigbes, a prépria familia F deve ser,
necessariamente, enumeravel ?

e Se A é um subconjunto de cardinalidade ®; de um espaco vetorial normado E de
dimensao maior ou igual a 2, entdo E \ A deve ser conexo por caminhos ?

Para perguntas como as acima, em geral sabemos muito bem o comportamento dos
objetos em questdo no que se refere os cardinais 8g = N e ¢ = 2% = |R| — porém,
quando fazemos perguntas especificas envolvendo Ni, a resposta pode ser, muitas vezes,
surpreendente. De certa forma, a resposta para varias perguntas como essas é dizer que
a pergunta € impossivel de se responder de maneira definitiva, pois chegamos facilmente
a questoes de consisténcia e independéncia em Matemaética.
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Em muitas situagoes, a sintonia fina que pode se estabelecer para certos fené6menos
em situagoes onde ndo vale a Hipotese do Continuo pode ser melhor considerada olhando-
se para os tais invariantes cardinais do continuo que aparecem no titulo deste minicurso,
também chamados em algumas referéncias como pequenos cardinais. Normalmente, a
definigao de um pequeno cardinal k se refere ao menor tamanho possivel de uma certa
estrutura combinatéria que nao possui uma certa propriedade - propriedade essa que
s6 pode falhar para casos nao-enumeraveis. Como as estruturas combinatorias de nosso
interesse possuem cardinalidade do contiiuo, 2% = ¢ é um limitante superior para esses
invariantes cardinais, que acabam portanto satisfazendo as desigualdades ¥; < k < ¢.

Para as estruturas combinatoérias consideradas, bem como para os respectivos in-
variantes cardinais, o chamado Azioma de Martin — uma assercao combinatéria sobre
ordens parciais a qual, porém, pode ser encarada como sendo uma espécie de versao
nao-enumerdvel do Teorema de Baire para (uma certa classe de) espagos compactos
Hausdorff — acaba possuindo uma acao central.
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